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Ëåêöèÿ 2


Ïðèìåíåíèÿ æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé ê ðåøåíèþ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé è ê âû÷èñëåíèþ îáðàòíîé ìàòðèöû.





1. Ðåøåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáàðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ïîìîøüþ æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé


	Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (1.3.1) â âèäå æîðäàíîâîé òàáëèöû:
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Óñëîâèìñÿ ñòîëáåö òàáëèöû íàçûâàòü íåíóëåâûì, åñëè ñðåäè íàõîäÿùèõñÿ â íåì ÷èñåë �EMBED Equation.3��� åñòü îòëè÷íîå îò íóëÿ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñòîëáåö áóäåò íàçûâàòüñÿ íóëåâûì. 


	Ïåðåâåäåì ñ ïîìîùüþ æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî íåèçâåñòíûõ �EMBED Equation.3��� â ëåâóþ ÷àñòü òàáëèöû; ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò èññëåäóåì.


	Ñëó÷àé 1. Â òàáëèöå íå îêàçàëîñü íè îäíîãî ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà (âñå �EMBED Equation.3���). Åñëè ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ �EMBED Equation.3��� îêàæåòñÿ õîòü îäèí îòëè÷íûé îò íóëÿ, òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Åñëè æå âñå �EMBED Equation.3���, òî ñèñòåìà èìååò â êà÷åñòâå  ðåøåíèÿ ëþáîé íàáîð ÷èñåë �EMBED Equation.3���.


	Ñëó÷àé 2. Â òàáëèöå ðàçðåøàþùèå ýëåìåíòû îêàçàëèñü è â ðåçóëüòàòå æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé ñëåâà îò òàáëèöû îêàçàëèñü òîëüêî íåèçâåñòíûå �EMBED Equation.3���, à íàä òàáëèöåé âñå ñâîáîäíûå ÷ëåíû �EMBED Equation.3��� è íåñêîëüêî íåèçâåñòíûõ �EMBED Equation.3���. Â ýòîì ñëó÷àå êàæäîå èç �EMBED Equation.3��� ìîæíî, äåøèôðóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòðîêè â  òàáëèöå, âûðàçèòü ëèíåéíî ÷åðåç òå �EMBED Equation.3���, êîòîðûå îñòàëèñü ðàïîëîæåíû íàä òàáëèöåé. Âîçíèêàåò çàïèñü îáùåãî ðåøåíèÿ.


	Ñëó÷àé 3. Òî æå, ÷òî â Ñëó÷àå 2, íî òîëüêî íàä òàáëèöåé ïåðåìåííûõ �EMBED Equation.3��� íå îñòàëîñü, à ñëåâà îò òàáëèöû ðàñïîëîæåíû âñå �EMBED Equation.3���. Â ýòîì ñëó÷àå, äåøèôðóÿ ñòðîêè, ìû ïîëó÷èì òî÷íûå çíà÷åíèÿ íåèçâåñòíûõ �EMBED Equation.3���. Ñèñòåìà - îïðåäåë¸ííà.


	Ñëó÷àé 4. Â ðåçóëüòàòå ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèé ñëåâà îò òàáëèöû îñòàëèñü êîíñòàíòû. Äåøèôðóÿ êàæäóþ ñòðîêó òàáëèöû, ñëåâà îò êîòîðîé ñòîèò êîíñòàíòà, íà-äî ïîëó÷èòü ðàâåíñòâî è âûÿñíèòü åãî ñïðàâåäëèâîñòü. Åñëè õîòü îäíî èç òàêèõ ðàâåíñòâî îêà-æåòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûì (òèïà «5=6»), òî ñèñòåìà íåñîâìåñòíà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âîçíèêíåò ñèñòåìà ðàâåíñòâ, îïèñûâàþùèõ îáùåå ðåøåíèå.


	Ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.
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Ïðèìåð 1. Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:





�EMBED Equation.3���





Ïîñòðîèì ðàáî÷óþ òàáëèöó:
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Âûäåëèì ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò:





�
�EMBED Equation.3����
�EMBED Equation.3����
�EMBED Equation.3����
�
1=�
2�
-3�
1�
�
0=�
3�
2�
2�
�
1=�
5�
-1�
3�
�



Âûïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Âûäåëèì ñëåäóþùèé ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò:
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Âûïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Äàëüíåéøèå æîðäàíîâû èñêëþ÷åíèÿ íåâîçìîæíû. Ïîñëåäíÿÿ ñòðîêà ñîîòâåòñòâóåò ðàâåíñòâó «1=1». Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ñîâìåñòíà è åå ðåøåíèå òàêîâî: 





 �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3����



	Ïðèìåð 2. Àíàëîãè÷íîå çàäàíèå: ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé:


�EMBED Equation.3���


Ñòðîèì ðàáî÷óþ òàëèöó:
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Âûäåëÿåì ôîíîì ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò
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Ïðîèçâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Ñíîâà âûäåëèì ôîíîì ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò:
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Ïðîèçâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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 	Âîçíèêëà ñèòóàöèÿ, êîãäà äàëüíåéøèå æîðäàíîâû èñêëþ÷åíèÿ, ïðè êîòîðûõ íåèç-âåñòíûå ïåðåõîäÿò â ëåâûé êðàéíèé ñòîáåö, áîëåå íåâîçìîæíû (íåò ðàçðåøàþùèõ êîýôôè-öèåíòîâ). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òðåòüÿ ñòðîêà ïîñëåäíåé òàáëèöû äàåò àáñóðäíîå ðàâåíñòâî: 2=1, ò.å. ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé.





	2.Îáðàòíàÿ ìàòðèöà


	


Ïóñòü À è Â - äâå ìàòðèöû ñëåäóþùåãî âèäà:


	


	             �EMBED Equation.3��� è  �EMBED Equation.3���;





îáðàòèì âíèìàíèå íà òî, ÷òî â ïåðâîé èç íèõ ñòîëáöîâ ñòîëüêî æå, ñêîëüêî âî âòîðîé èç íèõ - ñòðîê. Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîñòðîèòü íîâóþ ìàòðèöó Ñ 


�EMBED Equation.3���,


íàçûâàåìóþ ïðîèçâåäåíèåì À íà Â (ïèøóò Ñ=ÀÂ), ïî ïðàâèëó





�EMBED Equation.3���,


ãäå i=1,...,m è j=1,...,r. Ñðåäè ìàòðèö ïðèíÿòî âûäåëÿòü è îáîçíà÷àòü áóêâîé E ñëåäóþùóþ ìàòðèöó, íàçûâàåìóþ åäèíè÷íîé, -


�EMBED Equation.3���;


ïîÿñíèì: åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà âñåãäà êâàäðàòíàÿ, ïî åå äèàãîíàëè ñòîèò 1, à âñå îñòàëüíûå ýëåìåíòû - íóëè, ò.å. åñëè Å=(åij), i,j=1,...,n, òî





�EMBED Equation.3���.


Ãîâîðÿò, ÷òî êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà À è êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà Â òîãî æå ðàçìåðà ÿâëÿþòñÿ îáðàò-íûìè ïî îòíîøåíèþ äðóã ê äðóãó, åñëè âûïîëíåíî õîòü îäíî èç ìàòðè÷íûõ ðàâåíñòâ - ëèáî ÀÂ=Å ëèáî ÂÀ=Å. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè îäíî èç ýòèõ ìàòðè÷íûõ ðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ, òî âûïîëíÿåòñÿ è äðóãîå. Íà âñÿêèé ñëó÷àé ïîÿñíèì, ÷òî ñëîâà «ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî» îçíà÷à-þò ðàâåíñòâî ïîýëåìåíòíîå, ò.å. åñëè èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ìàòðèö U=V, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ó íèõ ðàâíûå êîëè÷åñòâà ñòðîê è ðàâíûå êîëè÷åñòâà ñòîëáöîâ è ïðè ýòîì uij=vij äëÿ âñåõ i è j.  Â ÷àñòíîñòè, ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé èç ï.3 Ëåêöèè 1 ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå AX=B, ãäå


�EMBED Equation.3���,


à À è Â èìåþò òîò æå ñìûë, ÷òî è â ï.3 Ëåêöèè 1.


	Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî åñëè äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû À òðåáóåòñÿ íàéòè îáðàòíóþ ìàò-ðèöó Â, òî íàäî ðåøèòü n ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îäíîé è òîé æå ìàòðè-öåé: çàïèøåì ìàòðè÷íîå ðàâåíñòâî ÀÂ=Å ïîýëåìåíòíî (çäåñü âñåãî ïîëó÷èòñÿ n2 ðàâåíñòâ), ïðè÷åì áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèðàâíèâàòü ñòîëáöû - ïåðâûé ñòîëáåö ëåâîé ÷àñòè ê ïåðâîìó ñòîëáöó ïðàâîé ÷àñòè, âòîðîé ñòîëáåö ëåâîé ÷àñòè êî âòîðîìó ñòîëáöó ïðàâîé ÷àñòè è ò.ä. -


	�EMBED Equation.3���


Èç ýòîãî íàáëþäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó ìîæíî ðåøàÿ îäíîâðåìåííî n ñèñ-òåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé À; 


3.Ïîèñê îáðàòíîé ìàòðèöû


	Ìû ïðîäåìîíñòðèðóåì ñåé÷àñ íà äâóõ ïðèìåðàõ ïîèñê îáðàòíîé ìàòðèöû ñ ïîìîùüþ æîðäàíîâûõ èñ÷êëþ÷åíèé. 


ÏÐÈÌÅÐ 1. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàòðèöó, îáðàòíóþ ïî îòíîøåíèþ ê ìàòðèöå:
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Îáðàòíóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì òàê:
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	Ðàáî÷óþ òàáëèöó, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðåäñòîèò ðåøàòü ïÿòü ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè-÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ, çàïèøåì òàê:
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Çäåñü çàøèôðîâàíû ñðàçó ïÿòü ñèñòåì óðàâíåíèé ñ îäíîé è òîé æå ìàòðèöåé; ïåðâàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóåò ïåðâîìó ñòîëáöó èñêîìîé ìàòðèöû; åå íåèçâåñòíûå - â ñàìîì âåðõó òàáëèöû, à ñâîáîäíûå ÷ëåíû - ñëåâà,â êðàéíåì ñòîëáöå. Âòîðàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé ñîîòâåòñò-âóåò âòîðîìó ñòîëáöó; åå íåèçâåñòíûå âî âòîðîé ñòðîêå ñâåðõó, à ñâîáîäíûå ÷ëåíû - âî âòîðîì ñòîëáöå ñëåâà. È òàê äàëåå.


Âûäåëèì òåìíûì ôîíîì ïåðâûé ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò:
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Âûïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Âûïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Âûïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Âûïîëíèì ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Ìû ìîæåì òåïåðü âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ äëÿ �EMBED Equation.3��� èç ïîñëåäíåé òàáëèöû:


�EMBED Equation.3���=1*0+(-2)*0+5*0+(-6)*0+13*1=13; �EMBED Equation.3���=0*0+1*0+(-3)*0+4*0+(-9)*1=-9 è òàê äàëåå...


Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà óæå íàïèñàíà â ñàìîé òàáëèöå: ýòî ïðàâûé íèæ-íèé óãîë. Èòàê, èñõîäíàÿ ìàòðèöà
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èìååò â êà÷åñòâå îáðàòíîé ñëåäóþùóþ ìàòðèöó:
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ÏÐÈÌÅÐ 2. Äàíà ìàòðèöà:
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Òðåáóåòñÿ íàéòè îáðàòíóþ ìàòðèöó. Ñòðîèì ðàáî÷óþ òàáëèöó:
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Âûäåëÿåì ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò:
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Ïðîâîäèì æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Ñëåäóþùèé ðàçðåøàþùèé ýëåìåíò:
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Ñîîòâåòñòâóþùåå æîðäàíîâî èñêëþ÷åíèå:
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Áîëüøå ðàçðåøàþùèõ ýëåìåíòîâ íåò, à ìàòðèöà åùå íå ïîëó÷åíà. Ñëåäîâàòåëüíî, äàííàÿ ìàòðèöà îáðàòíîé íå èìååò.





	Ïðèíöèïèàëüíîå çàìå÷àíèå. Îïèñàííûå âû÷èñëåíèÿ ñòðàäàþò ñóùåñòâåííûì íåäîñòàòêîì ñ òî÷êè çðåíèÿ êîìïüþòåðíîé ðåàëèçàöèè. Äàæå ïðè íåáîëüøèõ ðàçìåðàõ ìàòðèö îíè ïðèâîäÿò ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì âû÷èñëåíèé, òàê êàê êîìïüþòåð ìîæåò ðàáîòàòü òîëüêî ñ ïðèáëèæåííûìè ÷èñëàìè. Ïðè ðåàëèçàöèè ýòèõ âû÷èñëåíèé íåñîâìåñòíûå ñèñòåìû ìîãóò îêàçàòüñÿ ñîâìåñòíûìè, íåîïðåäåëåííûå – îïðåäåëåííûìè è ò.ä. Ïîýòîìó íà ïðàêòèêå âñå îïèñàííûå äåéñòâèÿ ñîïðîâîæäàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè ðàññ÷åòàìè, êîòîðûå â êàæäîé êîíêðåòíîé çàäà÷å ðàçðàáàòûâàþòñÿ çàíîâî è, ïîðîé, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíûå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû. Âîò îäèí èç ïðîñòåéøèõ ïðèåìîâ, êîòîðûé íåðåäêî (íî íå âñåãäà!) ïîçâîëÿåò ïðåîäîëåòü ïðîáëåìó íàêîïëåíèÿ îøèáîê ïðè æîðäàíîâûõ èñêëþ÷åíèÿõ. Íàäî äî âû÷èñëåíèé ïðèíÿòü ñîãëàøåíèå î òîì, ÷òî áóäåò ñ÷èòàòüñÿ íóëåì â ïðåäñòîÿùèõ âû÷èñëåíèÿõ. Íàïðèìåð, âñÿêîå ÷èñëî, ïî ìîäóëþ ìåíüøåå íåêîòîðîãî �EMBED Equation.3���, áóäåò ñ÷èòàòüñÿ íóëåì. Ïðîâåäÿ âñå ðåøåíèå â ýòîì ïðåäïîëîæåíèè (ýòî çíà÷èò, ÷òî íà ðîëü ðàçðåøàþùåãî ýëåìåíòà â êàæäîì î÷åðåäíîì æîðäàíîâîì èñêëþ÷åíèè ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íå ïðîñòî îòëè÷íûé îò íóëÿ ýëåìåíò, à ýëåìåíò, êîòîðûé ïî ìîäóëþ íå ìåíüøå �EMBED Equation.3���), íàäî âíîâü ïðîâåñòè ðåøåíèå, çàìåíèâ �EMBED Equation.3��� íà ìåíüøåå ÷èñëî. Çàòåì ñäåëàòü òî æå ñàìîå è òàê äî òåõ ïîð, ïîêà äâà ðàçà ïîäðÿä íå ïîëó÷àòüñÿ îäèíàêîâûå ñ òî÷íîñòüþ �EMBED Equation.3��� ðåçóëüòàòû.


�PAGE  �11�


Áåëüñêèé Àðêàäèé Àëåêñàíäðîâè÷. Ëåêöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. ×àñòü 1. Ëåêöèÿ 2.








Áåëüñêèé Àðêàäèé Àëåêñàíäðîâè÷. Ëåêöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. ×àñòü 1. Ëåêöèÿ 2.








Áåëüñêèé Àðêàäèé Àëåêñàíäðîâè÷. Ëåêöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. ×àñòü 1. Ëåêöèÿ 2.





Áåëüñêèé Àðêàäèé Àëåêñàíäðîâè÷. Ëåêöèè ïî âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. ×àñòü 1. Ëåêöèÿ 2.














