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Лекция 3


	Метод простых итераций и метод Зейделя для решения алгебраических  линейных систем. Метод итераций для решения нелинейных алгебраических  и трансцендентных уравнений и их систем. 





Метод простых итераций


	Будем использовать обозначения предыдущей лекции. В частности, мы


будем рассматривать систему линейных алгебраических уравнений (1.3.1), кото-


рую можно записывать и в матричном виде, упомянутом в предыдущей лекции:


(3.1.1)                                              �EMBED Equation.3���.


Напомним, что здесь А - матрица системы, B - столбец свободных членов, а X -


столбец неизвестных. В предыдущей лекции речь шла о таком решении системы


(3.1.1), которое с математической точки зрения является точным. В действитель-


ности ни один компьютер не манипулирует с точными числами - там числа при-


ближенные; поэтому и при методе Гаусса, и при методе Крамера, и при методе жордановых исключений в действительности компьютер выдаст не точный, а приближенный ответ, хотя у самих этих методов «погрешность метода» равна нулю.


	Существуют, однако, методы решения системы (3.1.1), которые по самой


своей природе дают не точный, а приближенный ответ. Самым известным из


таких методов является метод простых итераций. Вот его описание.


	Преобразуем систему (3.1.1) к другому виду, выражая все неизвестные


через самих себя, -





(3.1.2)                                       �EMBED Equation.3���





где �EMBED Equation.3��� - новые числовые матрицы, а Х - прежний столбец неизвестных. Переход от (3.1.1)  к (3.1.2) можно сделать многими спо-собами. Вот пример:


	имеется система


�EMBED Equation.3���;


из первого уравнения получим �EMBED Equation.3��� из второго уравнения 


�EMBED Equation.3��� следовательно, при таком преобразовании


�EMBED Equation.3���


Пусть столбцу неизвестных Х произвольным образом приписано конкретное


числовое значение �EMBED Equation.3��� Тогда возникает возможность с помощью матричного


равенства (3.1.2) построить рекурентно столбцы �EMBED Equation.3���, где


k=2,3,4,... . Оказывается, что при некоторых условиях на D столбцы �EMBED Equation.3���


«приближаются как угодно близко» к решению системы (3.1.1). Действие по


вычислению �EMBED Equation.3��� с помощью �EMBED Equation.3��� называется итерацией; отсюда - метод


итераций.


	Введем новые термины для точного выражения последнего утверждения.


Пусть �EMBED Equation.3��� - столбец из n чисел, записанный ради экономии места


в виде строки, заданный для каждого k=1,2,3,... . Пусть, далее, имеется столбец


�EMBED Equation.3��� Назовем расстоянием от �EMBED Equation.3��� до �EMBED Equation.3��� число





�EMBED Equation.3���


ясно, что �EMBED Equation.3��� - числовая последовательность; если эта числовая последова-тельность стремится к нулю, то говорят, что столбцы �EMBED Equation.3��� стремятся к столб-


цу Z или что  Z является пределом последовательности �EMBED Equation.3���. 


	Таким образом, метод итераций решения системы линейных алгебраичес-


ких уравнений состоит в построении последовательности �EMBED Equation.3���, имеющей своим


пределом столбец-решение.


	Основное в организации процесса итераций - создать такую матрицу D,


чтобы последовательность столбцов сходилась к решению. Сформулируем два условия, при выполнении любого из которых процесс итераций сходится:


(1)  если �EMBED Equation.3���, то процесс итераций сходится к решению системы (3.1.1);


(2)   если �EMBED Equation.3���, то процесс итераций сходится к решению системы (3.1.1). 





Метод Зейделя


По-прежнему рассматривается вопрос о решении системы (3.1.1). В пре-


дыдущем пункте был описан метод простых итераций для решения такой сис-


темы. Суть метода состояла в том, что от системы (3.1.1) надо перейти к сис-


теме (3.1.2), а затем организовать процесс итераций �EMBED Equation.3���. Метод Зейделя состоит в том, что итерации �EMBED Equation.3��� осуществляются несколь- ко иначе. А именно, распишем равенство �EMBED Equation.3��� в виде обычных число-вых равенств:


� EMBED Equation.2  ���


согласно этим равенствам, числа �EMBED Equation.3��� отыскиваются через числа �EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3��� Зейдель предложил отыскивать �EMBED Equation.3��� по �EMBED Equation.3���, используя те же самые формулы. Иными словами, в итерациях по Зейделю учи-тываются уже найденные значения приближений. Сформулируем окончательно метод Зейделя: последовательность итераций �EMBED Equation.3��� строится по формулам: 


� EMBED Equation.2  ���





Вопрос о сходимости процесса итераций к решению решается здесь так же,


как и выше в случае простых итераций: всё зависит от матрицы D. Условия


здесь те же, что и выше.





3. Метод итераций для решения уравнений


Речь пойдет об отыскании корней уравнения


(3.3.1)                                  �EMBED Equation.3���,


т.е. таких чисел �EMBED Equation.3���, что при подстановке в уравнение вместо символа �EMBED Equation.3���числа �EMBED Equation.3��� получается тождество. Само собой разумеется, что здесь, как и всюду в этом  курсе, речь идет только о вещественных числах.


	Отделить корень уравнения (3.3.1) - это значит найти такой интервал (a,b),


который, во-первых, содержит корень уравнения (3.3.1) и, во-вторых, содержит


только один корень этого уравнения. Доказывается, что если на концах некото-рого интервала (a,b) функция �EMBED Equation.3��� имеет разные знаки, а внутри этого интер-


вала производная �EMBED Equation.3���знак не меняет, то в интервале (a,b) корень уравнения


(3.3.1) есть и, притом, только один. 


Предположим, что с помощью тождественных преобразований это уравне-ние приведено к виду


(3.3.2)                                   �EMBED Equation.3���


Тогда для произвольного числа �EMBED Equation.3��� можно построить последовательность чисел


�EMBED Equation.3��� Можно доказать, что если �EMBED Equation.3��� в окрестности предполага-


емого корня уравнения (3.3.1), то эта последовательность сходится как раз к 


этому корню. Метод итераций для решения уравнений типа (3.3.1) состоит в том, что сначала отделяется корень уравнения, затем оно преобразуется к виду (3.3.2) с правой частью, имеющей производную по модулю меньшую, чем 1, на всем отрезке, отделяющем корень, после чего строится последовательность  �EMBED Equation.3���  


�EMBED Equation.3���  для произвольного �EMBED Equation.3��� из отрезка, в котором отделен корень.


Процесс построения последовательности надо прервать тогда, когда два раза


подряд получится одно и то же число с заданной степенью точности.


	Следует специально подчеркнуть, что преобразование уравнения (3.3.1) к


виду (3.3.2) с соблюдением условия для производной является самостоятельной


сложной задачей, которую решают в каждом конкретном случае заново.


4. Метод итераций для решения систем нелинейных алгебраических  и 


трансцендентных уравнений. 


Предположим, что имеется система уравнений вида:


�EMBED Equation.3���.





	Ее решение - это любой набор чисел �EMBED Equation.3��� такой, что при подста-


новке в систему ci вместо xi , i=1,2,...,n, все равенства становятся тождествами


(т.е. получаются выражения типа «0=0»). Решить систему - это значит найти все


решения. Мы это делали пока только для частного случая - когда все левые ча-сти - функции линейные, т.е. имеют вид


�EMBED Equation.3���


причем �EMBED Equation.3��� - константы. Мы искали решения систем линей-


ных уравнений разными способами, в том числе - методом итераций. В общем случае схему итераций можно также воспроизвести. А именно, предположим, что тождественными преобразованиями данную в начале этого пункта систему уравений удалось представить в виде:


�EMBED Equation.3���


Тогда, начав с произвольного набора �EMBED Equation.3���, можно организовать


итерации �EMBED Equation.3��� где �EMBED Equation.3���. В случае линейных


систем уравнений мы сообщали условия, которые должны выполняться для того, чтобы указанный процесс итераций приводил именно к решению данной систе-мы уравнений. В общем случае такие условия формулируются в существенно более сложных терминах - якобианах. Мы пока оставляем за пределами нашего курса этот вопрос.
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