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Вычислительная математика

Специальность ПО            

5-й семестр

Конспект лекций

Лекция 9

Характеристики СМО типа (m,n).


Основной характеристикой СМО типа (m, n) являются вероятности 

 того, что в момент времени t СМО находится в состоянии 

. Для функций 

 можно постро-ить систему дифференциальных уравнений, допускающую явное решение. В основе соот- ветствующих построений лежат два обстоятельства, на которые мы укажем, но сами по-строения оставим за пределами данного курса лекций.


Первое обстоятельство. Положим 

; тогда, в со-ответствии с правилом умножения матриц и формулой полной вероятности, окажется вы-полненным равенство



,

где, как и было ранее, символ P обозначает матрицу переходных вероятностей.


Второе обстоятельство. Матрицу 

можно подробно описать в процессе, ког-да 

. Если в этом описании обозначать через 

 любую бесконечно малую при 

, то вот результат соответствующего описания:




Если теперь перейти в этих соотношениях к пределу при 

, то получатся диффе-ренциальные уравнения относительно искомых функций 

; вот вид соответствующей системы уравнений:

(9.1)                              


где A - матрица из констант.


Сформулируем теперь знаменитую теорему о финальных вероятностях, на которой основаны дальнейшие сведения о СМО типа (m, n):


Все функции 

 имеют предел при 

. Все производные 

 при 

.


Положим 

; числа 

 называются финальными или стационарными вероятностями.

Если в (9.1) перейти к пределу при 

, то, с учетом теоремы о финальных ве-роятностях, получим систему линейных алгебраических уравнений относительно финаль-ных вероятностей:




С учетом всего сказанного выше эту последнюю алгебраическую систему можно записать явно и, так же в явном виде, - решить. Отметим, что при этом решении надо будет вос-пользоваться тем, что по смыслу 

. Приведем лишь результат решения, обозна-чив для удобства через 

:





Приведем теперь основные характеристики рассматриваемых СМО.


Вероятность того, что в СМО занято обслуживанием ровно k  устройств равна 

, 

.


Вероятность отказа заявке есть число 

.


Число занятых устройств в СМО есть, очевидно, величина случайная. Ее математи-ческое ожидание - это среднее число занятых устройств. Оно может быть вычислено и вот результат:




Если 

 - среднее число простаивающих устройств, то, очевидно,         





Часто используются коэффициенты простоя 

 и занятости 

 (эти формулы и представляют собой определения):



.


Относительная пропускная способность СМО - это дробь 

, в числителе которой указывается количество обслуженных заявок, а в знаменателе - общее число заявок, посту-павших в СМО. Можно заметить, что 






Абсолютная пропускная способность A - это среднее число заявок, обслуживаемых в единицу времени:





Среднее число заявок, ожидающих в очереди - величина

- может быть вычис-лено как соответствующее математическое ожидание; вот результат:





Среднее число заявок, поступающих в СМО, - это число





Среднее время W ожидания заявки в очереди также представляет собой величину, которую рассчитывают как математическое ожидание. Соответствующий результат ока-зывается таким:





И, наконец, последняя характеристика: среднее время пребывания заявки в СМО - число V:
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