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Лекция 14


	Основная задача выпуклого програмирования: терминология и формулировки.


Выпуклые множества и выпуклые функции.


Договоримся о некоторых терминах и обозначениях в этой теме. 


Пусть имеется упорядоченный набор чисел: �EMBED Equation.3��� Будем говорить, как и раньше, 


что это - точка в �EMBED Equation.3���мерном пространстве, а совокупность всех этих точек обозначать терми-ном �EMBED Equation.3���мерное постранство и обозначать символом �EMBED Equation.3���. Для двух точек �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� равенство �EMBED Equation.3��� означает, что �EMBED Equation.3���. Точки �EMBED Equation.3���-мерного пространства можно складывать между собой и умножать на числа по следующим правилам: если �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, то �EMBED Equation.3���есть точка �EMBED Equation.3��� такая, что �EMBED Equation.3���; если ( - некоторое число, то (�EMBED Equation.3��� есть точка �EMBED Equation.3���такая, что �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���.


	Множество �EMBED Equation.3���называется выпуклым, если для любых двух точек �EMBED Equation.3��� и лю-бых двух чисел (, ( таких, что (�EMBED Equation.3���0, (�EMBED Equation.3���0 и (+(=1 обязательно �EMBED Equation.3���. Когда �EMBED Equation.3��� или �EMBED Equation.3���, совокупность точек �EMBED Equation.3��� имеет простой геометричексий смысл: это отрезок прямой между точками �EMBED Equation.3���. Поэтому говорят, что множество выпукло, если вместе с любыми двумя точками оно содержит отрезок, их соединяющий.


	Функция �EMBED Equation.3��� на некотором выпуклом множестве �EMBED Equation.3��� называется выпуклой, если �EMBED Equation.3��� для любых �EMBED Equation.3��� и любых двух чисел (,( таких, что (�EMBED Equation.3���0, (�EMBED Equation.3���0 и (+(=1. Этим же термином - выпуклая функция  на множестве �EMBED Equation.3��� - обозначается функция �EMBED Equation.3���такая, что �EMBED Equation.3��� для любых �EMBED Equation.3���.


	Заметим, что линейная функция всегда выпукла.


	И последнее обобзначение. Если �EMBED Equation.3��� и имеется набор чисел �EMBED Equation.3���, то символ �EMBED Equation.3��� называется производной по направлению �EMBED Equation.3��� функции �EMBED Equation.3��� и представляет собой функцию тех же �EMBED Equation.3���переменных �EMBED Equation.3���, которая задается выражением:


�EMBED Equation.3���.





Формулировка основной задачи выпуклого программирования.


Основная задача выпуклого программирования - это задача поиска минимума выпуклой 


функции на множестве, заданном с помощью выпуклых функций. Точнее: требуется найти ми-нимум функции


�EMBED Equation.3���


при ограничениях:


�EMBED Equation.3���,


причем все указанные здесь функции - �EMBED Equation.3��� - выпуклые.


	Учитывая, что линейные функции всегда выпуклы, мы можем сказать, что основная за-дача линейного программирования является частным случаем основной задачи выпуклого про-граммирования.


	Принято сразу оговаривать следующее условие, при обязательном выполнении которого проводятся дальнейшие исследования:


	должна существовать точка �EMBED Equation.3��� такая, в которой одновременно выполняются все строгие неравенства:


�EMBED Equation.3���.


Такая точка называется внутренней.


	Решение поставленной задачи представлет собой построение последовательности точек �EMBED Equation.3���, которая сходится к искомой экстремальной точке.


3.Каноническая форма основной задачи выпуклого программирования.


Пусть имеется какая-либо основная задача выпуклого программирования: требуется  


найти минимум функции


�EMBED Equation.3���


при ограничениях: 


�EMBED Equation.3���,


причем все указанные здесь функции - �EMBED Equation.3���- выпуклые. Введем новую переменную �EMBED Equation.3��� и сформулируем следующую задачу:


	найти минимум функции 


	�EMBED Equation.3���


при ограничениях:


�EMBED Equation.3���





Заметим, что это - тоже задача выпуклого программирования. Предположим, что ее удалось ре-шить и оказалось, что соответствующая экстремальная точка есть �EMBED Equation.3���; можно дока-зать, что в этом случае экстремальной точкой в исходной задаче выпуклого программирования оказывается точка �EMBED Equation.3���. Поэтому принято рассматривать задачу выпуклого программи-рования в следующей канонической форме: найти минимум линейной функции





	�EMBED Equation.3���


при ограничениях:                                                                        


�EMBED Equation.3���


причем все функции в ограничениях - выпуклые.


	В дальнейшем мы предполагаем в этой теме, что все обсуждаемые функции - гладкие (то есть имеют непрерывные производные всех порядков). Кроме того, напоминаем, что молчаливо предполагается, что существует внутренняя точка, удовлетворяющая всем ограничениям.








4.Поиск исходного приближения.


         Как отмечалось в п.2, поиск решения основной задачи  выпуклого программирования представлет собой построение последовательности точек �EMBED Equation.3��� в n-мерном пространстве, которая сходится к точке экстремальной (искомой). Поясним это. Если �EMBED Equation.3��� - искомая экстремальная точка и


�EMBED Equation.3���,


то слова «последовательность �EMBED Equation.3��� стремится к точке �EMBED Equation.3���»


означают, что числовая последовательность 	





�EMBED Equation.3���





стремится к нулю. 


	Начало упомянутой последовательности точек - точка �EMBED Equation.3��� - называется начальным при-ближением. Мы опишем сейчас способ найти �EMBED Equation.3���.


	Пусть сначала m=1. Чтобы найти точку a такую, что �EMBED Equation.3���, можно действовать, на-пример, так: искать минимум функции многих переменных. Или другой способ: положить все координаты, кроме одной, равными конкретным числам, а оставшуюся подобрать, в соответ-ствии с требованием.


	Предположим, что для m=k отыскание точки a такой, что �EMBED Equation.3��� уже произо-шло. Тогда поиск точки a, для которой будет выполнено еще одно условие - �EMBED Equation.3��� - можно рассматривать как поиск точки минимума выпуклой функции �EMBED Equation.3��� при ограничениях �EMBED Equation.3���. Найденная экстремальная точка будет, конечно, удовлетворять всем требу-емым неравенствам (напомним, что изначально предполагается случай наличия внутренней точки!)


	Процедура поиска минимума в задаче выпуклого программирования будет описана в следующей лекции. Как уже упоминалось, она исходит только из начального приближения �EMBED Equation.3���. Поэтому описанный здесь способ построения этого начального приближения фактически свелся к двум процедурам:


	Процедура 1. Найти точку, удовлетворяющую единственному неравенству �EMBED Equation.3���. Пусть это будет точка �EMBED Equation.3���.


	Процедура 2. Найти экстремальную точку в каждой из следующих задач выпуклого программирования:


	Задача 1. Целевая функция �EMBED Equation.3���, условия: �EMBED Equation.3���. Начальное прилижение - точка �EMBED Equation.3���. Пусть результатом будет точка �EMBED Equation.3���.


	Задача 2. Целевая функция �EMBED Equation.3���, условия �EMBED Equation.3���. Начальное приближение - точка �EMBED Equation.3���. Пусть результатом будет точка �EMBED Equation.3���.


	Задача 3. Целевая функция �EMBED Equation.3���, условия �EMBED Equation.3���.. Начальное приближе-ние - точка �EMBED Equation.3���. Пусть результатом будет точка �EMBED Equation.3���.


	И так долее, вплоть до отыскания начального приближения �EMBED Equation.3���. 


Прниципиальное замечание. Если на одном из описанных этапов минимум целевой функции окажется положительным, то, как легко заметить, процедура прерывается, потому что положи-тельность минимума означает отсуствие искомой точки.





�PAGE  �3�


Бельский Аркадий Александрович. Лекции по вычислительной математике. Часть 1. Лекция 14








Бельский Аркадий Александрович. Лекции по вычислительной математике. Часть 1. Лекция 14








Бельский Аркадий Александрович. Лекции по вычислительной математике. Часть 1. Лекция 14








Бельский Аркадий Александрович. Лекции по вычислительной математике. Часть 1. Лекция 14














