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Лекция 2

Применения жордановых исключений к решению систем линейных алгебраических уравнений и к вычислению обратной матрицы.



1. Решение систем линейных алгебарических уравнений с помошью жордановых исключений

	Запишем соотношения (1.3.1) в виде жордановой таблицы:



�x1�x2�...�xn��b1=�a1,1�a1,2�...�a1,n��b2=�a2,1�a2,2�...�a2,n��...�...�....�...�.....��bm=�am,1�am,2�...�am,n��

Условимся столбец таблицы называть ненулевым, если среди находящихся в нем чисел �EMBED Equation.3��� есть отличное от нуля; в противном случае столбец будет называться нулевым. 

	Переведем с помощью жордановых исключений максимальное количество неизвестных �EMBED Equation.3��� в левую часть таблицы; полученный результат исследуем.

	Случай 1. В таблице не оказалось ни одного разрешающего элемента (все �EMBED Equation.3���). Если среди коэффициентов �EMBED Equation.3��� окажется хоть один отличный от нуля, то система несовместна. Если же все �EMBED Equation.3���, то система имеет в качестве  решения любой набор чисел �EMBED Equation.3���.

	Случай 2. В таблице разрешающие элементы оказались и в результате жордановых исключений слева от таблицы оказались только неизвестные �EMBED Equation.3���, а над таблицей все свободные члены �EMBED Equation.3��� и несколько неизвестных �EMBED Equation.3���. В этом случае каждое из �EMBED Equation.3��� можно, дешифруя соответствующие строки в  таблице, выразить линейно через те �EMBED Equation.3���, которые остались раположены над таблицей. Возникает запись общего решения.

	Случай 3. То же, что в Случае 2, но только над таблицей переменных �EMBED Equation.3��� не осталось, а слева от таблицы расположены все �EMBED Equation.3���. В этом случае, дешифруя строки, мы получим точные значения неизвестных �EMBED Equation.3���. Система - определённа.

	Случай 4. В результате максимального числа жордановых исключений слева от таблицы остались константы. Дешифруя каждую строку таблицы, слева от которой стоит константа, на-до получить равенство и выяснить его справедливость. Если хоть одно из таких равенство ока-жется противоречивым (типа «5=6»), то система несовместна. В противном случае возникнет система равенств, описывающих общее решение.

	Рассмотрим два примера.

	�



�Пример 1. Решить систему уравнений:



�EMBED Equation.3���



Построим рабочую таблицу:



��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����1=�2�-3�1��0=�3�2�2��1=�5�-1�3��

Выделим разрешающий элемент:



��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����1=�2�-3�1��0=�3�2�2��1=�5�-1�3��

Выполним соответствующее жорданово исключение:



�1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3���=�0.5�1.5�-0.5��0=�1.5�6.5�0.5��1=�2.5�6.5�0.5��

Выделим следующий разрешающий элемент:



�1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3���=�0.5�1.5�-0.5��0=�1.5�6.5�0.5��1=�2.5�6.5�0.5��

Выполним соответствующее жорданово исключение:



�1�0��EMBED Equation.3������EMBED Equation.3���=�2/13�3/13�-8/13���EMBED Equation.3���=�-3/13�2/13�-1/13��1=�1�1�0���

Дальнейшие жордановы исключения невозможны. Последняя строка соответствует равенству «1=1». Следовательно, система совместна и ее решение таково: 



 �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3����

	Пример 2. Аналогичное задание: решить систему уравнений:

�EMBED Equation.3���

Строим рабочую талицу:



��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����0�2�-1�1��1�1�1�-2��2�3�0�-1��

Выделяем фоном разрешающий элемент



��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����0�2�-1�1��1�1�1�-2��2�3�0�-1�� 

Произведем соответствующее жорданово исключение:



�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3����Ѕ�1/2�-1/2��1�Ѕ�3/2�-5/2��2�3/2�3/2�-5/2��

Снова выделим фоном разрешающий элемент:



�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3����Ѕ�1/2�-1/2��1�Ѕ�3/2�-5/2��2�3/2�3/2�-5/2��

Произведем соответствующее жорданово исключение:



�0�1��EMBED Equation.3������EMBED Equation.3����1/3�1/3�1/3���EMBED Equation.3����-1/3�2/3�5/3��2�-1�1�0���

 	Возникла ситуация, когда дальнейшие жордановы исключения, при которых неиз-вестные переходят в левый крайний стобец, более невозможны (нет разрешающих коэффи-циентов). С другой стороны, третья строка последней таблицы дает абсурдное равенство: 2=1, т.е. система не имеет решений.



	2.Обратная матрица

	

Пусть А и В - две матрицы следующего вида:

	

	             �EMBED Equation.3��� и  �EMBED Equation.3���;



обратим внимание на то, что в первой из них столбцов столько же, сколько во второй из них - строк. В этом случае можно построить новую матрицу С 

�EMBED Equation.3���,

называемую произведением А на В (пишут С=АВ), по правилу



�EMBED Equation.3���,

где i=1,...,m и j=1,...,r. Среди матриц принято выделять и обозначать буквой E следующую матрицу, называемую единичной, -

�EMBED Equation.3���;

поясним: единичная матрица всегда квадратная, по ее диагонали стоит 1, а все остальные элементы - нули, т.е. если Е=(еij), i,j=1,...,n, то



�EMBED Equation.3���.

Говорят, что квадратная матрица А и квадратная матрица В того же размера являются обрат-ными по отношению друг к другу, если выполнено хоть одно из матричных равенств - либо АВ=Е либо ВА=Е. Можно проверить, что если одно из этих матричных равенств выполняется, то выполняется и другое. На всякий случай поясним, что слова «матричное равенство» означа-ют равенство поэлементное, т.е. если имеет место равенство матриц U=V, то это означает, что у них равные количества строк и равные количества столбцов и при этом uij=vij для всех i и j.  В частности, система линейных алгебраических уравнений из п.3 Лекции 1 может быть записана в виде AX=B, где

�EMBED Equation.3���,

а А и В имеют тот же смыл, что и в п.3 Лекции 1.

	Нетрудно заметить, что если для квадратной матрицы А требуется найти обратную мат-рицу В, то надо решить n систем линейных алгебраических уравнений с одной и той же матри-цей: запишем матричное равенство АВ=Е поэлементно (здесь всего получится n2 равенств), причем будем последовательно приравнивать столбцы - первый столбец левой части к первому столбцу правой части, второй столбец левой части ко второму столбцу правой части и т.д. -

	�EMBED Equation.3���

Из этого наблюдения следует, что найти обратную матрицу можно решая одновременно n сис-тем линейных алгебраических уравнений с одной и той же матрицей А; 

3.Поиск обратной матрицы

	Мы продемонстрируем сейчас на двух примерах поиск обратной матрицы с помощью жордановых исчключений. 

ПРИМЕР 1. Требуется найти матрицу, обратную по отношению к матрице:



1�2�1�0�1��0�1�3�2�1��0�0�1�2�1��0�0�0�1�5��0�0�0�0�2��

Обратную матрицу обозначим так:







�EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����

	Рабочую таблицу, учитывая, что предстоит решать пять систем линейных алгебраи-ческих уравнений с одной и той же матрицей коэффициентов, запишем так:



������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����1�0�0�0�0�1�2�1�0�1��0�1�0�0�0�0�1�3�2�1��0�0�1�0�0�0�0�1�2�1��0�0�0�1�0�0�0�0�1�5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��

Здесь зашифрованы сразу пять систем уравнений с одной и той же матрицей; первая система уравнений соответствует первому столбцу искомой матрицы; ее неизвестные - в самом верху таблицы, а свободные члены - слева,в крайнем столбце. Вторая система уравнений соответст-вует второму столбцу; ее неизвестные во второй строке сверху, а свободные члены - во втором столбце слева. И так далее.

Выделим темным фоном первый разрешающий элемент:

������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����1�0�0�0�0�1�2�1�0�1��0�1�0�0�0�0�1�3�2�1��0�0�1�0�0�0�0�1�2�1��0�0�0�1�0�0�0�0�1�5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��



Выполним соответствующее жорданово исключение:















�����1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�-1�0�-1��0�1�0�0�0�0�1�3�2�1��0�0�1�0�0�0�0�1�2�1��0�0�0�1�0�0�0�0�1�5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��

Следующий разрешающий элемент:

�����1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�-1�0�-1��0�1�0�0�0�0�1�3�2�1��0�0�1�0�0�0�0�1�2�1��0�0�0�1�0�0�0�0�1�5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��

Выполним соответствующее жорданово исключение:

�����1�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�5�4�1���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�1�-3�-2�-1��0�0�1�0�0�0�0�1�2�1��0�0�0�1�0�0�0�0�1�5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��

Выделим следующий разрешающий элемент:













�����1�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�5�4�1���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�1�-3�-2�-1��0�0�1�0�0�0�0�1�2�1��0�0�0�1�0�0�0�0�1�5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��

Выполним соответствующее жорданово исключение:

�����1�0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�1�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0�1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�5�-6�-4���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�1�-3�4�2���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�1�-2�-1��0�0�0�1�0�0�0�0�1�5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��Следующий разрешающий элемент:

�����1�0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�1�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0�1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������0�0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�5�-6�-4���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�1�-3�4�2���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�1�-2�-1��0�0�0�1�0�0�0�0�1�5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��Выполним соответствующее жорданово исключение:

�

�����1�0�0�0��EMBED Equation.3����������0�1�0�0��EMBED Equation.3����������0�0�1�0��EMBED Equation.3����������0�0�0�1��EMBED Equation.3����������0�0�0�0��EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�5�-6�26���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�1�-3�4�-18���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�1�-2�9���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�0�1�-5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��Следующий разрешающий элемент:

�����1�0�0�0��EMBED Equation.3����������0�1�0�0��EMBED Equation.3����������0�0�1�0��EMBED Equation.3����������0�0�0�1��EMBED Equation.3����������0�0�0�0��EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�5�-6�26���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�1�-3�4�-18���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�1�-2�9���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�0�1�-5��0�0�0�0�1�0�0�0�0�2��

Выполним соответствующее жорданово исключение:

�����1�0�0�0�0�������0�1�0�0�0�������0�0�1�0�0�������0�0�0�1�0�������0�0�0�0�1���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�5�-6�13���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�1�-3�4�-9���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�1�-2�9/2���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�0�1�-5/2���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�0�0�0�1/2��

Мы можем теперь вычислить значения для �EMBED Equation.3��� из последней таблицы:

�EMBED Equation.3���=1*0+(-2)*0+5*0+(-6)*0+13*1=13; �EMBED Equation.3���=0*0+1*0+(-3)*0+4*0+(-9)*1=-9 и так далее...

Легко заметить, что обратная матрица уже написана в самой таблице: это правый ниж-ний угол. Итак, исходная матрица



�

1�2�1�0�1��0�1�3�2�1��0�0�1�2�1��0�0�0�1�5��0�0�0�0�2��

имеет в качестве обратной следующую матрицу:



1�-2�5�-6�13��0�1�-3�4�-9��0�0�1�-2�9/2��0�0�0�1�-5/2��0�0�0�0�1/2��

ПРИМЕР 2. Дана матрица:



1�2�1�2��0�1�0�1��1�3�1�3��1�4�1�4��

Требуется найти обратную матрицу. Строим рабочую таблицу:



�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����1�0�0�0�1�2�1�2��0�1�0�0�0�1�0�1��0�0�1�0�1�3�1�3��0�0�0�1�1�4�1�4��Выделяем разрешающий элемент:

�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����1�0�0�0�1�2�1�2��0�1�0�0�0�1�0�1��0�0�1�0�1�3�1�3��0�0�0�1�1�4�1�4��





Проводим жорданово исключение:



����1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�-1�-2��0�1�0�0�0�1�0�1��0�0�1�0�1�1�0�1��0�0�0�1�1�2�0�2��

Следующий разрешающий элемент:



����1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�-1�-2��0�1�0�0�0�1�0�1��0�0�1�0�1�1�0�1��0�0�0�1�1�2�0�2��

Соответствующее жорданово исключение:



����1�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0�1��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3���������0�0��EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3������EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����1�-2�-1�0���EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3�����EMBED Equation.3����0�1�0�-1��0�0�1�0�1�1�0�0��0�0�0�1�1�2�0�0��

Больше разрешающих элементов нет, а матрица еще не получена. Следовательно, данная матрица обратной не имеет.



	Замечание. Описанные вычисления страдают существенным недостатком с точки зре-ния компьютерной реализации. Даже при небольших размерах матриц они приводят к большим погрешностям вычислений, так как компьютер может работать только с приближенными числа-ми. При реализации этих вычислений несовместные системы могут оказаться совместными, не-определенные – определенными и т.д. Поэтому на практике все описанные действия сопровож-даются дополнительными рассчетами, которые в каждой конкретной задаче разрабатываются заново и, порой, представляют собой самостоятельные научные результаты.
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