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Лекция 5


	Задача аппроксимации функции. Интерполяционный многочлен Лагранжа и различные формы его записи. Задача равномерного приближения функции. Метод наименьших квадратов. Многочлены Бернштейна.


Задача аппроксимации функции.


	Пусть на отрезке [a,b] некоторая функция f(x) задана лишь в некоторых точках �EMBED Equation.3���, т.е. известны ее значения �EMBED Equation.3���, которые, как правило, собирают в таблицу: 
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Кроме того, пусть задана некоторая точка �EMBED Equation.3���. Задача аппроксимации функции �EMBED Equation.3��� состоит в том, чтобы по имеющейся таблице найти число �EMBED Equation.3���с известной степенью точности. Слово «аппроксимация» означает «приближение».


	Легко понять, что если на функцию �EMBED Equation.3���не накладываются никакие дополнительные условия, то постановка задачи бесперспективна. Мы будем далее предполагать, что функция �EMBED Equation.3��� обладает всеми производными. Оказывается, что в этом случае по имеющимся n+1 значе-ниям можно найти еще одно и оценить, насколько оно точно.


Интерполяционный многочлен Лагранжа и различные формы его записи. 


	Будем исхожить из таблицы в предыдущем пункте. Построим по ней следующий многочлен:


�EMBED Equation.3���.





Для ясности надо заметить, что в этой сумме - (�EMBED Equation.3���) слагаемых, что в слагаемом № k в числи-теле ровно �EMBED Equation.3��� множителей �EMBED Equation.3��� и что каждый из них является многочленом степени n. Этот многочлен называется многочленом Лагранжа таблицы значений функции.


	Вот его основные свойства:


это - многочлен степени �EMBED Equation.3���;


2)  �EMBED Equation.3���, т.е. многочлен Лагранжа имеет в точках �EMBED Equation.3��� те же значения, что 


и функция �EMBED Equation.3���;


3) если фиксировать любое число �EMBED Equation.3��� то окажется выполненным неравенство


�EMBED Equation.3���


где �EMBED Equation.3��� на участке �EMBED Equation.3���, т.е. число �EMBED Equation.3��� ограничивает производную �EMBED Equation.3���го порядка функции �EMBED Equation.3���.


	Сказанное означает, что если функция �EMBED Equation.3��� задана своей таблицей и требуется найти значение �EMBED Equation.3��� где-то в промежуточной точке c, то можно по таблице построить многочлен Ла-гранжа и его значение в этой точке принять за значение функции; ошибка, которая при этом возникнет, может быть оценена с помощью формулы, написанной выше в п.3).


	Отыскание промежуточного значения функции называется интерполяцией; когда это делается с помощью многочлена Лагранжа, то говорят об интерпорля-ционном многочлене Лагранжа или об интерполяции по Лагранжу.


	Замечание. Можно доказать, что существует один и только один многочлен степени n, который в заданных n+1 точках принимает заданные значения. Поэтому многочлен Лагранжа - это всего лишь одна из форм записи того самого единственного многочлена степени n, который определяется талицей из п.1.


      3.Задача равномерного приближения функции. 


	По-прежнему будем исходить из таблицы значений функции из п.1. Выше мы рассмот-рели задачу интерполяции функции, которая состояла в замене данной функции другой, значе-ние которой в точке интреполяции и принимается за приближенное значение самой функции. Метод Лагранжа состоит в том, чтобы подмену одного числа другим оказалось возможным оценить.


	Существует иной подход, именуемый равномерным приближением. При этом подходе тоже происходит замена значения �EMBED Equation.3��� на значение �EMBED Equation.3��� некоторой функции �EMBED Equation.3���, причем оказывается возможным оценить ошибку этой подмены. Строится функ-ция  �EMBED Equation.3��� следующим образом.


	Для осуществления равномерного приближения должна быть задана не только таблица из п.1, но и некоторый класс функций G внутри которого и будет выделена функция �EMBED Equation.3���. Введем величину


�EMBED Equation.3���,


в которой числа �EMBED Equation.3��� берутся из таблицы в п.1, а числа �EMBED Equation.3��� для каждой функции �EMBED Equation.3��� из класса G предполагаются вычислимыми. Функция �EMBED Equation.3���выбирается как доставляющая минимум величине �EMBED Equation.3���. Эту функцию �EMBED Equation.3���называют наилучшим равномерным приближением функ-ции �EMBED Equation.3��� из класса G. Конечно, как оценить разность �EMBED Equation.3��� в такой ситуации, - это от-дельная тема, тесно связанная как с природой класса G, так и с таблицей из п.1. Мы не затрагиваем здесь эту тему. 





          4.Метод наименьших квадратов.


Предположим, что класс G представляет собой множество всех многочленов степени не превосходящей некоторого конкретного числа m. Тогда задача равномерного приближения функций приобретает следующий вид:


	среди многочленов �EMBED Equation.3��� найти такой, при котором ве-личина


	�EMBED Equation.3���


принимает минимальное значение.


       Для этого надо найти такие �EMBED Equation.3���, при которых функция �EMBED Equation.3���


принимает минимальное возможное значение, а это происходит тогда, когда равны нулю все ее частные производные:


	�EMBED Equation.3���


это - система из m+1линейных алгебраических уравнений с m+1 неизвестными �EMBED Equation.3���; можно доказать, что эта система всегда совместна и определенна. Ее решение и есть искомый многочлен.


Распишем эту систему в традиционной форме, раскрыв скобки и приведя подобные


члены:


	�EMBED Equation.3���;





включив процедуру решения систем линейных алгебраических уравнений теперь легко получить ответ.


          5.Многочлены Бернштейна. Предположим, что функция  �EMBED Equation.3��� задана в отрезке [0,1] в точках �EMBED Equation.3���, при некотором фиксированном n. В этом случае можно построить многочлен Бернштейна


�EMBED Equation.3���


	Можно доказать, что при �EMBED Equation.3��� многочлены �EMBED Equation.3��� стремятся к функции �EMBED Equation.3��� равно-мерно по x; кроме того, для любого конкретного целого �EMBED Equation.3��� имеет место предельное соотно-шение для производных:


�EMBED Equation.3���


Наконец, известно, что если число �EMBED Equation.3��� удовлетворяет неравенству  �EMBED Equation.3���  на всем отрезке [0,1], то для любого �EMBED Equation.3��� из этого отрезка выполняется неравенство:


�EMBED Equation.3���.


Это, конечно, позволяет оценивать ошибку, которая возникает при соответствующей интерпо-ляционной замене.


	Сказанное выше для случая функции �EMBED Equation.3���одной переменной можно обобщить на случай двух и более переменных. Мы ограничимся обобщением только на случай двух переменных.


	Итак, пусть имеется функция �EMBED Equation.3��� на квадрате 


�EMBED Equation.3���,


причем реально она задана в узлах решетки


�EMBED Equation.3���,


при заранее фиксированных натуральных числах �EMBED Equation.3���и �EMBED Equation.3���. Построим по этой информации следующий многочлен от двух переменных:


�EMBED Equation.3���,


где �EMBED Equation.3��� - биномиальные коэффициенты. Это - многочлен Бернштейна для заданной функции на заданной решетке. С его помощью так же можно осуществлять интерполяцию, принимая его значение в той или иной точке квадрата за значение самой функции. Можно доказать, что для любой точки квадрата имеет место неравенство:


�EMBED Equation.3���,


которое и позволяет оценить погрешность интерполяции. (Здесь константы �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� удовлетво-ряют в рассматриваемом квадрате неравенствам


�EMBED Equation.3���.


Замечание. Случай одной переменной рассматривался выше на отрезке [0,1], а случай 


двух переменных - в единичном квадрате. В действительности, рассмотрения возможны на любом отрезке [a,b] и на любом прямоугольнике [a,b;c,d]. Для этого в исходной ситуации (т.е. на произвольном отрезке или на произвольном прямоугольнике нужно сделать линейную замену переменных. Подробнее: пусть функция �EMBED Equation.3��� задана в точках �EMBED Equation.3��� отрезка �EMBED Equation.3���, где при некотором фиксированном �EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3���


Положим


�EMBED Equation.3��� тогда  �EMBED Equation.3��� 


если теперь в �EMBED Equation.3��� положить  �EMBED Equation.3���, то возникнет ситуация функции �EMBED Equation.3���, заданной уже на отрезке [0,1]. Аналогично, в случае двух переменных надо сделать замену


�EMBED Equation.3���,


после чего возникнет ситуация единичного квадрата. 
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