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Вычислительная математика

   Специальность ПО
 

4-й семестр

Конспект лекций

Лекция 4

Методы деления отрезка пополам, хорд и касательных для уточнения корня уравнения. Отыскание вещественных корней алгебраических уравнений.
1. Метод деления отрезка пополам для решения уравнений


Речь по-прежнему идет об отыскании корней уравнения (3.3.1)
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т.е. таких чисел 
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, что при подстановке в уравнение вместо символа 
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числа 
[image: image4.wmf]z

 получается тождество. Само собой разумеется, что здесь, как и всюду в этом  курсе, речь идет только о вещественных числах.


О функции 
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(

x

f

в приводимых ниже рассуждениях по-прежнему предполагается, что она обладает непрерывными производными тех порядков, которые упоминаются по ходу изложения.


Напоминаем, отделить корень уравнения (3.3.1) - это значит найти такой интервал (a,b), который, во-первых, содержит корень уравнения (3.3.1) и, во-вторых, со-держит только один корень этого уравнения. Доказывается, что если на концах некоторого интервала (a,b) функция 
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 имеет разные знаки, а внутри этого интервала производная 
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знак не меняет, то в интервале (a,b) корень уравнения (3.3.1) есть и, притом, только один. 


Отсюда возникает простая методика приближенного поиска корня, отделенного в интервале (a,b): надо построить последовательность точек 
[image: image8.wmf],...

,...

1

n

c

c

по следующему правилу: 
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затем из двух интервалов (a,c1) и (c1,b)​ выбирается тот, на концах которого 
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 имеет разные знаки и его середина принимается за 
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; обозначим кон-цы этого интервала (у которого 
[image: image12.wmf]2
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- середина) через (a2,b2),  а затем выберем ту из его половин, на концах которой 
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имеет разные знаки. Пусть (a3,b3) - эта половина и 
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 - середина этого отрезка и т.д. Доказывается, что построенная последовательность 
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 сходится к корню уравнения (3.3.1). Если с самого начала задается некоторая точность вычислений, то на практике построение последовательности 
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 пре-рывается тогда, когда два раза подряд получаются одинаковые с заданной точностью числа. Это последнее перед прерыванием построения последовательности число и при-нимается за приближенное с заданной степенью точности значение корня.


Описанный метод уточнения корня называется методом деления отрезка попо-лам.  


2. Метод хорд для решения уравнений 

Предположим теперь на отрезке 
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 уже отделен корень уравнения (3.3.1). Схематически это можно изобразить так:



При описании в п.1 метода деления отрезка пополам строилась последовательность отрезков 
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., сходящихся к корню уравнения. В методе хорд тоже строится некоторая последовательность отрезков 
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В качестве отрезка 
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 берется отрезок 
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. Точка с1 берется как точка пересечения с осью абсцисс прямой, проходящей через точки 
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. Укажем значение для c1 в явной форме:
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Из двух отрезков 
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выберем тот, на концах которого функция 
[image: image29.wmf])

(

x

f

 имеет разные знаки и этот отрезок примем за 
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. Затем найдем точку  
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 по отрезку 
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 точно так же, как нашли точку 
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 по отрезку 
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: это будет точка пересече-ния с осью абсцисс прямой, проходящей через точки 
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Затем в качестве отрезка 
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 берется тот из отрезков 
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имеет разные знаки и т.д. Через последовательность точек 
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 приближенное значение корня находится так же, как в п.1. Название метода происхо-дит из того, что конструируемые по ходу дела прямые являются хордами по отношению к графику функции.

3. Метод касательных  для решения уравнений

Вновь рассмотрим ситуацию отделенного на отрезке 
[image: image43.wmf][
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 корня уравнения

(3.3.1). Будем предполагать, что функция 
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 имеет разные знаки на концах этого отрезка, а ее первые две производные на этом отрезке знака не меняют. На нижепри-веденной схеме
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первая и вторая производные функции 
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положительны. В случае метода касатель-ных уточнения корня также строится последовательность отрезков 
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Пусть 
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. Выберем тот край отрезка 
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, на котором функция имеет тот же знак, что и ее вторая производная. В нашем примере на приведенной выше схе-ме - это точка b. Проведем через точку 
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)

)

(

,

b

f

b

касательную к графику функции 
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. Точку пересечения этой касательной с осью абсцисс и примем за точку c1. Вот соответ-ствующая формула для рассматриваемого случая:
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Нетрудно получить аналогичные формулы для случаев, когда знаки упомянутых выше значений иные. Важен принцип: касательная проводится к графику в той точке, где знак значения функции совпадает со знаком ее второй производной. После этого из двух отрезков 
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 выберем тот, на концах которого функция 
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имеет разные знаки и этот отрезок примем за 
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 точно так же, как нашли точку 
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 по отрезку 
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 и т.д. Через последователь-ность точек 
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 приближенное значение корня находится так же, как в п.1.

4. Методика решения алгебраического уравнения

Мы остановимся здесь подробнее на методике решения алгебраического 

уравнения, т.е.  уравнения вида: 
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, левую часть которого будем обозначать также через 
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; напомним, что речь идет только о вещественных корнях.


При работе той или иной процедуры часто возникает необходимость  вычислить значение 
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 при некотором 
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; организацию вычисления значения 
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 удобно проводить по схеме Горнера: строится рекурсия 
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Далее заметим, что из алгебры известно следующее: существует простая фор-мула, по которой устанавливается интервал (-R,R) такой, что если уравнение 
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  имеет какой-либо (напоминаем: вещественный!) корень, то он оказывается внутри этого интервала, а именно:
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Предположим теперь, что относительно производной 
[image: image75.wmf])

(

x

f

¢

многочлена  
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 известны интервалы ее знакопостоянства, т.е. такие точки 
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 функция 
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 знак не меняет, а проходя через каждую из точек 
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 меняет знак.  Нетрудно обосновать в этой ситуации следующие выводы: 1) если внутри интервала (-R,R) точек 
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 нет вообще и 
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, то корней (напоминаем: вещественных!) у уравнения 
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 есть и его надо уточнить с заданной точностью; 2) если в интревале (-R,R) точки 
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 оказались, то надо просчитать 
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(

x

f

 в этих точках и в точках 
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 ; если среди этих значений нуля нет и все они имеют один и тот же знак, то корней (напоминаем: вещественных!)  уравнение  
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 не имеет; если же среди этих значений будут числа с разными знаками, то это позволит выделить все  участки , на концах которых  
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 имеет разные знаки, а внутри которых  
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 знак не меняет. К каждому такому участку применима процедура уточнения корня (деление отрезка пополам, методы хорд и касательных). 


И еще одно замечание. Если вещественные корни (все)  уравнения  
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 известны, то по ним полностью восстанавливаются участки знакопостоянства функции 
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 между любыми двумя соседними корнями и по совокупности знаков полученных чисел сделать вывод.


Процедуру выяснения участков знакопостоянства производной  
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 можно организовать так. Вычислим производные многочлена  
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; заметим, что производная 
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 - линейная функция. Поэтому участки ее знакопостоянства вычислимы. Если 
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 и по его корням установим участки знакопостоянства функции 
[image: image103.wmf])

(

)

2

(

x

f

n

-

; затем решим по описанной выше схеме уравнение 
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 и по его корням опре-делим участки знакопостоянства функции 
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 и так далее, пока не окажется решенным исходное уравнение 
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Полученная в процессе решения информация позволяет установить также и кратность каждого корня уравнения 
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