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Вычислительная математика

Специальность ПО            

5-й семестр

Конспект лекций

Лекция 15


Способы решения игры. Сведение основной задачи теории игр к основной задаче линейного программирования.


Решить игру - это значит найти оптимальные смешанные стратегии игроков и цену игры. 

Если считать, что размер 

 платежной матрицы - это размер игры, то в случае игры ((( нетрудно найти способ ее решения. Пусть ((( - нижняя и верхняя цены игры, со-ответственно, так что (((. Находятся эти два числа непосредственно по платежной мат-рице



,

которую, естественно, следует считать заданной в обсуждаемой ситуации. Если окажется, что (((, т.е. платежная матрица обладает седловой точкой, то решение игры закончено: ценой игры будет общее значение нижней и верхней цен, а оптимальными смешанными стратегиями будут те чистые стратегии, которым соответствует седловая точка. Если же (((, то, согласно теореме об активных стратегиях, обе стратегии второго игрока – актив-ны. Если считать, что 

- оптимальная смешанная стратегия первого игрока и ( - цена игры, то сказанное только что означает:
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причем 
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. Это - три линейных уравнения с тремя неизвестными 
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, кото-рые нетрудно решить. Чтобы найти оптимальную смешанную стратегию второго игрока - обозначим ее через 
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,- надо заметить, что по той же теореме об активных стра-тегиях, обе стратегии первого игрока также активны, в силу чего имеет место система ли-нейных алгебраических уравнений относительно 
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Таким образом, решение игры ((( закончено. Нередко это же решение осуществляют гео-метрически; мы ограничимся здесь лишь соответствующими рисунками с надписями:





здесь XOY - обычная система кординат; чтобы найти 

: полагаем  
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; чтобы найти 

: полагаем 
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,

. Случаи, когда отрезки прямых 

 и 

 не пере-секаются или совпадают, соответствуют платежной матрице с седловой точкой, для кото-рой, как отмечалось выше, решение проводится выбором этой седловой точки.


В общем случае игры 

 также возможно полное решение. Приведем его. Если в платежной матрице присутствует седловая точка, то указанное в ней число и есть цена игры, а оптимальными смешанными стратегиями игроков являются те чистые стратегии, которые соответствуют седловой точке. Будем считать далее, что в платежной матрице седловой точки нет.


Если в платежной матрице присутствуют отрицательные элементы, то вычтем ми-нимальный из них из всех элементов матрицы, чтобы оказалось, что все элементы новой матрицы неотрицательны, а затем прибавим ко всем элементам единицу, чтобы все они стали положительными. Это не изменит оптимальных стратегий, а цену игры изменит так же, как изменились все элементы матрицы, причем в результате этого изменения цена иг-ры станет положительной. В дальнейшем будем поэтому считать, что все элементы пла-тежной матрицы положительны.


Пусть 

 - оптимальные смешанные стратегии первого и второго игроков, соответственно, а ( -цена игры. Несложный анализ показывает, что, согласно основной теореме теории игр, справедливы неравенства:
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Разделим их все на (>0:
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Пусть 
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 и все 
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. Так как первый игрок стремится максимизировать вы-игрыш, величина 
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 при меняющихся 

 стремится к минимальному своему значению. Отсюда возникает способ решить игру средствами линейного програм-мирования: надо решить следующую основную задачу линейного программирования -


минимизировать функцию 

 при ограничениях:
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По найденному решению 

 цена игры получается как число 

, а оптимальная смешанная стратегия первого игрока 

 по формулам 
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Анализ показывает, что оптимальная смешанная стратегия второго игрока может быть найдена по аналогичной схеме; при этом в роли основной задачи линейного про-граммирования возникает двойственная задача по отношению к описанной выше. А имен-но: пусть 
[image: image19.wmf])

,...,

(

1

m

y

y

y

=

- решение следующей основной задачи линейного программиро-вания: найти максимум функции 
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 при ограничениях 
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- цена игры и 

при 

 j=1,...,m, - оптимальная смешанная стратегия второго игрока.
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