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Лекция 4


	Кластеризация данных. Снижение размерности.





	Кластер - это подмножество элементов какого-либо множества, обла-дающих определенным общим свойством. Например, сфера - это подмноже-ство точек пространства, равноудаленных от некой единственной точки - центра. Общее свойство здесь - равноудаленность.


	Кластерный анализ - область знаний, занимающаяся задачами разбие-ния множеств на кластеры. Традиционно здесь выделяют три круга задач:


есть множество и есть некоторое число N; требуется разбить множе-


ство на N кластеров или установить, что это невозможно;


есть множество; требуется разбить его на минимальное число кла-


стеров с тем или иным свойством;


есть множество и определение в нем кластера; выполнить разбиение 


множества на кластеры как таковое.


	Ниже рассматриваются эти общие постановки в более конкретных тра-диционных ситуациях.


	Прежде всего, все рассматриваемые множества, подвергаемые той или иной кластеризации, рассматриваются как множества точек в n-мерном мет-рическом пространстве. Это значит, что если �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3��� - две произвольные точки этого пространства, то имеется возможность изме-рить расстояние между ними; как правило, эта возможность реализуется формулой: �EMBED Equation.3���, которая при n=1,2,3 является обычной формулой для расстояния между двумя точками.


	Если в выражении для d(x,y) фиксировать y, то величина d(x,y) станет функцией от x; можно доказать, что эта функция является выпуклой. Благо-даря этому обстоятельству оказываются применимыми средства выпуклого программирования к следующей задачи кластеризации:





	имеется N точек �EMBED Equation.3���; требуется раз-бить это множество на минимальное число кластеров, каждый из которых содержится в сфере радиуса r. 


	Напомним, что в n-мерном случае сферой радиуса r называется гео-метрическое место точек �EMBED Equation.3���  таких, что


�EMBED Equation.3���,


где точка �EMBED Equation.3��� - постоянна и называется центром. Находиться внут-ри сферы радиуса r означает для точки иметь такие координаты �EMBED Equation.3���, для которых выполнено неравенство:


�EMBED Equation.3���.


	Наличие сферы радиуса r, содержащей точки


�EMBED Equation.3���,


означает наличие точки  �EMBED Equation.3���, удовлетворяющей системе неравенств:


�EMBED Equation.3���.


Как отмечалось выше, функции �EMBED Equation.3��� аргумента c выпуклы; поэтому ука-занную систему неравенств можно решить методом наискорейшего спуска (классический метод выпуклого программирования). 


	Отсюда возникает естественный план действий при решении задачи о разбиении множества   �EMBED Equation.3��� на минимальное число кластеров, содержащихся в сферах радиуса r: сначала надо установить, нельзя ли все множество сразу включить в такую сферу. Еслим можно, то за-дача решена. Если нет, то надо включить процедуру разбиения данного мно-жества на два подмножества всевозможными способами и для каждого спо- соба решить в отношении обоих подмножеств разбиения, принадлежат ли они сфере радиуса r или нет. Если для какого-либо разбиения ответ будет утвер-дительным, то задача решена. Если нет, то то же самое проводится со всевоз-можными разбиениями данного множества на три подмножества и так далее. Процедура заведомо конечная.


	Рассмотрим еще одну методику кластерного анализа, которую принято называть понижением размерности. Будем исходить из множества точек �EMBED Equation.3���. Каждая из них, как следует из самого зада-ния, записывается с помощью n чисел. Понижение размерности - это способ записать все те же самые точки �EMBED Equation.3���, но исполь-зуя для каждой из них меньшее количество чисел. Принятая методика, о кото-рой сказано выше, это одна из методик линейной алгебры, посвященная отыс-канию минимального базиса в данном подпространстве линейного простран-ства. Мы изложим ее сейчас независимо, расматривая лишь поставленную за-


дачу и, как обычно, опуская математические доказательства.


	Запишем матрицу


�EMBED Equation.3���,


в которой �EMBED Equation.3���. Напомним, что минором этой матрицы называется опре-делитель матрицы, которая получается из данной следующим образом: в дан-ной матрице фиксируется s строк и s столбцов (любых) и фиксируется матри-ца, состоящая из элементов, которые стоят на пересечении выбранных строк и столбцов; определитель этой матрицы и называется минором (порядка s). Ранг матрицы - это максимальный порядок отличного от нуля минора. Сам минор, порядок которого равен рангу матрицы, называется базисным.


	Итак, фикисируем в матрице M базисный минор; пусть


�EMBED Equation.3��� -


все те строки матрицы M, на которых этот базисный минор расположен. Та-ким образом, ранг матрицы M считается равным s. Базисность минора озна-чает, что для любой строки �EMBED Equation.3��� существуют числа �EMBED Equation.3��� такие, что одновременно выполнены равенства:


�EMBED Equation.3���


Найти числа �EMBED Equation.3��� можно как решение только что написанной системы линейных алгебраических уравнений, используя соответствующие методы ре-шения.


	Сказанное означает, что точки �EMBED Equation.3���, с ко-торых мы начинали последние рассуждения, описываются не только числами �EMBED Equation.3���, но числами �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���.


	Описанная процедура замены чисел �EMBED Equation.3��� на числа �EMBED Equation.3��� называется сниже-нием размерности. Ее смысл состоит в том, что точки некоторого множества в n-мерном начинают рассматриваться в s-мерном пространстве; в общем слу-чае �EMBED Equation.3���, но в отдельных случаях неравенство �EMBED Equation.3��� существенно упрощает рассмотрения.
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