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	Регрессионные модели зависимостей между случайными величинами. Метод наименьших квадратов.


	Напомним, что числовая величина �EMBED Equation.3��� называется случайной, если свои значения она принимает с той или иной вероятностью; основной характерис-тикой случайной величины является ее функция распределения �EMBED Equation.3���,  значе-ние которой в каждой точке x равно вероятности того, что значение случай-ной величины �EMBED Equation.3��� меньше, чем x. 


	Случайный вектор размерности n (или n-мерный случайный вектор) - это n случайных величин, записанных в определенном порядке. Соответству-ющее обозначение: �EMBED Equation.3���.


	Рассмотрим следующую задачу: имеются два случайных вектора �EMBED Equation.3���, связанные неизвестной зависимостью �EMBED Equation.3���, �EMBED Equation.3���и �EMBED Equation.3���; имеется не-ограниченная возможность разыгрывать пары соответствующих друг другу случайных значений �EMBED Equation.3���; найти явный вид зависимости �EMBED Equation.3���. При этом следует подчеркнуть, что фактически вектор  �EMBED Equation.3��� может зависеть не только от вектора �EMBED Equation.3���, но и многих других случайных факторов, так что одному значению �EMBED Equation.3��� может фактически соответствовать много значений �EMBED Equation.3���. Например, урожайность сельскохозяйственных культур зависит от количества выпавших осадков, но не только от этого.


	Вот - традиционный подход к решению этой задачи. Пусть �EMBED Equation.3��� - стан-дартная метрика в n-мерном просранстве, т.е. если


�EMBED Equation.3���, то �EMBED Equation.3���. Пусть, далее,�EMBED Equation.3���-


некоторый класс функций �EMBED Equation.3���. Предположим, что удается найти та-кую функцию �EMBED Equation.3���, что математическое ожидание �EMBED Equation.3��� оказыва-ется минимальным. Тогда именно эта функ-ция �EMBED Equation.3��� принимается за прибли-женное выражение зависимости �EMBED Equation.3���.


	Существует теорема, согласно которой указанная выше функция �EMBED Equation.3���в достаточно широком классе �EMBED Equation.3��� обязательно существует (в классе так называемых борелевских функций) и равна в каждой точке�EMBED Equation.3��� математи--ческому ожиданию �EMBED Equation.3���; эта функция называется функцией теорети-ческой регрессии; переменная �EMBED Equation.3��� в этом контексте называется регресси-онной переменной или регрессором, а значение самой упомянутой функции называется откликом.


	Функцию регрессии часто обозначают символом �EMBED Equation.3���.


	На практике функцию регрессии ищут в узких классах функций и их ре-ализации называют моделями, соответствующими тем или иным классам. Вот - линейная модель регрессии:


�EMBED Equation.3���;


здесь �EMBED Equation.3��� - некоторые заранее известные функции, а коэффициенты �EMBED Equation.3��� нужно определить, разыграв достаточное количество значений случайных величин. 


	Если �EMBED Equation.3��� и �EMBED Equation.3���, то коэффициенты 


�EMBED Equation.3��� можно найти  из условия:


�EMBED Equation.3���,


где �EMBED Equation.3��� - выбранные значения случайной величины �EMBED Equation.3��� и, обычно, �EMBED Equation.3���. Таким образом, пары �EMBED Equation.3��� считаются заданными, а числа �EMBED Equation.3��� надо найти. Построение такой модели линейной регрессии по такому условию на-зывается методом наименьших квадратов. Проведем его описание подробнее.


	Положим


�EMBED Equation.3���;


тогда поиск минимума функции �EMBED Equation.3��� проводится по стандартному плану:


сначала находятся все такие наборы �EMBED Equation.3���, на которых вы-  


полнены равенства:


�EMBED Equation.3���;


здесь, очевидно, m уравнений относительно m неизвестных;


	2) среди найденных наборов находятся такие, на которых второй диф-ференциал минимизируемой функции является положительно определенной квадратичной формой.


	В данном случае первый пункт приводит к системе линейных алгебра-ических уравнений, обладающей единственным решением; поэтому проверка второго пункта не является необходимой - ведь наличие у задачи минимаза-ции решения в данном случае очевидно. Запишем более явно систему урав-нений для коэффициентов �EMBED Equation.3���:


�EMBED Equation.3���;


следовательно, система уравнений имеет вид:


�EMBED Equation.3���.


Тот факт, что эта система уравнений имеет решение и, притом, только одно, конечно, нуждается в доказательстве, которое не представляет математичес-ких трудностей, но здесь не приводится.
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