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Ëåêöèÿ 4


	Êëàñòåðèçàöèÿ äàííûõ. Ñíèæåíèå ðàçìåðíîñòè.





	Êëàñòåð - ýòî ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êàêîãî-ëèáî ìíîæåñòâà, îá-ëàäàþùèõ îïðåäåëåííûì îáùèì ñâîéñòâîì. Íàïðèìåð, ñôåðà - ýòî ïîäìíî-æåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà, ðàâíîóäàëåííûõ îò íåêîé åäèíñòâåííîé òî÷êè - öåíòðà. Îáùåå ñâîéñòâî çäåñü - ðàâíîóäàëåííîñòü.


	Êëàñòåðíûé àíàëèç - îáëàñòü çíàíèé, çàíèìàþùàÿñÿ çàäà÷àìè ðàçáè-åíèÿ ìíîæåñòâ íà êëàñòåðû. Òðàäèöèîííî çäåñü âûäåëÿþò òðè êðóãà çàäà÷:


åñòü ìíîæåñòâî è åñòü íåêîòîðîå ÷èñëî N; òðåáóåòñÿ ðàçáèòü ìíî- 


æåñòâî íà N êëàñòåðîâ èëè óñòàíîâèòü, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî;


åñòü ìíîæåñòâî; òðåáóåòñÿ ðàçáèòü åãî íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êëà-


ñòåðîâ ñ òåì èëè èíûì ñâîéñòâîì;


åñòü ìíîæåñòâî è îïðåäåëåíèå â íåì êëàñòåðà; âûïîëíèòü ðàçáèå-


íèå ìíîæåñòâà íà êëàñòåðû êàê òàêîâîå.


	Íèæå ðàññìàòðèâàþòñÿ ýòè îáùèå ïîñòàíîâêè â áîëåå êîíêðåòíûõ òðàäèöèîííûõ ñèòóàöèÿõ.


	Ïðåæäå âñåãî, âñå ðàññìàòðèâàåìûå ìíîæåñòâà, ïîäâåðãàåìûå òîé èëè èíîé êëàñòåðèçàöèè, ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ìíîæåñòâà òî÷åê â n-ìåðíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� - äâå ïðîèçâîëüíûå òî÷êè ýòîãî ïðîñòðàíñòâà, òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåðèòü ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè; êàê ïðàâèëî, ýòà âîçìîæ-íîñòü ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé: �EMBED Equation.3���, êîòîðàÿ ïðè n=1,2,3 ÿâëÿåòñÿ îáû÷íîé ôîðìóëîé äëÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè.


	Åñëè â âûðàæåíèè äëÿ d(x,y) ôèêñèðîâàòü y, òî âåëè÷èíà d(x,y) ñòàíåò ôóíêöèåé îò x; ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé. Áëà-ãîäàðÿ ýòîìó îáñòîÿòåëüñòâó îêàçûâàþòñÿ ïðèìåíèìûìè ñðåäñòâà âûïóê-ëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ê ñëåäóþùåé çàäà÷è êëàñòåðèçàöèè:


	èìååòñÿ N òî÷åê �EMBED Equation.3���; òðåáóåòñÿ ðàçáèòü ýòî ìíîæåñòâî íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êëàñòåðîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåð-æèòñÿ â ñôåðå ðàäèóñà r. 


	Íàïîìíèì, ÷òî â n-ìåðíîì ñëó÷àå ñôåðîé ðàäèóñà r íàçûâàåòñÿ ãåî-ìåòðè÷åñêîå ìåñòî òî÷åê �EMBED Equation.3��� òàêèõ, ÷òî


�EMBED Equation.3���,


ãäå òî÷êà �EMBED Equation.3��� - ïîñòîÿííà è íàçûâàåòñÿ öåíòðîì. Íàõîäèòüñÿ âíóòðè ñôåðû ðàäèóñà r îçíà÷àåò äëÿ òî÷êè èìåòü òàêèå êîîðäèíàòû �EMBED Equation.3���, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî:


�EMBED Equation.3���.


	Íàëè÷èå ñôåðû ðàäèóñà r, ñîäåðæàùåé òî÷êè


�EMBED Equation.3���,


îçíà÷àåò íàëè÷èå òî÷êè  �EMBED Equation.3���, óäîâëåòâîðÿþùåé ñèñòåìå íåðà-âåíñòâ:


�EMBED Equation.3���.


Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, ôóíêöèè �EMBED Equation.3��� àðãóìåíòà c âûïóêëû; ïîýòîìó óêà-çàííóþ ñèñòåìó íåðàâåíñòâ ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà (êëàññè÷åñêèé ìåòîä âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ). 


	Îòñþäà âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé ïëàí äåéñòâèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ðàçáèåíèè ìíîæåñòâà   �EMBED Equation.3��� íà ìèíèìàëüíîå ÷èñëî êëàñòåðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ñôåðàõ ðàäèóñà r: ñíà÷àëà íàäî óñòàíîâèòü, íåëüçÿ ëè âñå ìíîæåñòâî ñðàçó âêëþ÷èòü â òàêóþ ñôåðó. Åñëèì ìîæíî, òî çàäà÷à ðå-øåíà. Åñëè íåò, òî íàäî âêëþ÷èòü ïðîöåäóðó ðàçáèåíèÿ äàííîãî ìíîæåñòâà íà äâà ïîäìíîæåñòâà âñåâîçìîæíûìè ñïîñîáàìè è äëÿ êàæäîãî ñïîñîáà ðå-øèòü â îòíîøåíèè îáîèõ ïîäìíîæåñòâ ðàçáèåíèÿ, ïðèíàäëåæàò ëè îíè ñôåðå ðàäèóñà r èëè íåò. Åñëè äëÿ êàêîãî-ëèáî ðàçáèåíèÿ îòâåò áóäåò óòâåðäèòåëü-íûì, òî çàäà÷à ðåøåíà. Åñëè íåò, òî òî æå ñàìîå ïðîâîäèòñÿ ñî âñåâîçìîæíû-ìè ðàçáèåíèÿìè äàííîãî ìíîæåñòâà íà òðè ïîäìíîæåñòâà è òàê äàëåå. Ïðîöåäóðà çàâåäîìî êîíå÷íàÿ.


	Ðàññìîòðèì åùå îäíó ìåòîäèêó êëàñòåðíîãî àíàëèçà, êîòîðóþ ïðèíÿòî íàçûâàòü ïîíèæåíèåì ðàçìåðíîñòè. Áóäåì èñõîäèòü èç ìíîæåñòâà òî÷åê �EMBED Equation.3���. Êàæäàÿ èç íèõ, êàê ñëåäóåò èç ñàìîãî çà-äàíèÿ, çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ n ÷èñåë. Ïîíèæåíèå ðàçìåðíîñòè - ýòî ñïî-ñîá çàïèñàòü âñå òå æå ñàìûå òî÷êè �EMBED Equation.3���, íî èñïîëüçóÿ äëÿ êàæäîé èç íèõ ìåíüøåå êîëè÷åñòâî ÷èñåë. Ïðèíÿòàÿ ìåòîäèêà, î êîòîðîé ñêàçàíî âûøå, ýòî îäíà èç ìåòîäèê ëèíåéíîé àëãåáðû, ïîñâÿùåííàÿ îòûñêàíèþ ìèíèìàëüíîãî áàçèñà â äàííîì ïîäïðîñòðàíñòâå ëèíåéíîãî ïðî-ñòðàíñòâà. Ìû èçëîæèì åå ñåé÷àñ íåçàâèñèìî, ðàñìàòðèâàÿ ëèøü ïîñòàâëåí-íóþ çàäà÷ó è, êàê îáû÷íî, îïóñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêèå äîêàçàòåëüñòâà.


	Çàïèøåì ìàòðèöó


�EMBED Equation.3���,


â êîòîðîé �EMBED Equation.3���. Íàïîìíèì, ÷òî ìèíîðîì ýòîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ îïðå-äåëèòåëü ìàòðèöû, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ èç äàííîé ñëåäóþùèì îáðàçîì: â äàí-íîé ìàòðèöå ôèêñèðóåòñÿ s ñòðîê è s ñòîëáöîâ (ëþáûõ) è ôèêñèðóåòñÿ ìàò-ðèöà, ñîñòîÿùàÿ èç ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ñòîÿò íà ïåðåñå÷åíèè âûáðàííûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ; îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû è íàçûâàåòñÿ ìèíîðîì (ïîðÿä-êà s). Ðàíã ìàòðèöû - ýòî ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê îòëè÷íîãî îò íóëÿ ìèíîðà. Ñàì ìèíîð, ïîðÿäîê êîòîðîãî ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû, íàçûâàåòñÿ áàçèñíûì.


	Èòàê, ôèêèñèðóåì â ìàòðèöå M áàçèñíûé ìèíîð; ïóñòü


�EMBED Equation.3��� -


âñå òå ñòðîêè ìàòðèöû M, íà êîòîðûõ ýòîò áàçèñíûé ìèíîð ðàñïîëîæåí. Òà-êèì îáðàçîì, ðàíã ìàòðèöû M ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì s. Áàçèñíîñòü ìèíîðà îçíà-÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîé ñòðîêè �EMBED Equation.3��� ñóùåñòâóþò ÷èñëà �EMBED Equation.3��� òàêèå, ÷òî îäíîâðåìåííî âûïîëíåíû ðàâåíñòâà:


�EMBED Equation.3���


Íàéòè ÷èñëà �EMBED Equation.3��� ìîæíî êàê ðåøåíèå òîëüêî ÷òî íàïèñàííîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, èñïîëüçóÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû ðåøåíèÿ.


	Ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî òî÷êè �EMBED Equation.3���, ñ êîòîðûõ ìû íà÷èíàëè ïîñëåäíèå ðàññóæäåíèÿ, îïèñûâàþòñÿ íå òîëüêî ÷èñ-ëàìè �EMBED Equation.3���, íî ÷èñëàìè �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���.


	Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà çàìåíû ÷èñåë �EMBED Equation.3��� íà ÷èñëà �EMBED Equation.3��� íàçûâàåòñÿ ñíè-æåíèåì ðàçìåðíîñòè. Åå ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷êè íåêîòîðîãî ìíî-æåñòâà â n-ìåðíîì íà÷èíàþò ðàññìàòðèâàòüñÿ â s-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå; â îáùåì ñëó÷àå �EMBED Equation.3���, íî â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ íåðàâåíñòâî �EMBED Equation.3��� ñóùåñòâåííî óïðîùàåò ðàññìîòðåíèÿ.


	Çàìå÷àíèå. Âûøå ïî òåêñòó îáîçíà÷åíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: èìååòñÿ ìíîæåñòâî �EMBED Equation.3��� è íàòóðàëüíîå ÷èñëî �EMBED Equation.3��� (òî åñòü ÷èñëî �EMBED Equation.3��� íå ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â �EMBED Equation.3���). Òðåáóåòñÿ âñåìè ñïîñîáàìè ðàçáèòü ìíîæåñòâî �EMBED Equation.3��� íà �EMBED Equation.3��� ÷àñòåé. Âîò îäèí èç ñïîñîáîâ åå ðåøåíèÿ.


	Ïóñòü �EMBED Equation.3��� - îáîçíà÷åíèÿ ÷àñòåé, íà êîòîðûå áóäåò ðàçáèâàòüñÿ ìíîæåñòâî �EMBED Equation.3���. Áóäåì âîñïðèíèìàòü �EMBED Equation.3��� êàê ðàçëè÷íûå  êîðçèíû, â êîòîðûå áóäóò ðàñêëàäûâàòüñÿ ýëåìåíòû èç  �EMBED Equation.3���. Ïóñòü �EMBED Equation.3���- ñïèñîê âñåõ ýëåìåíòîâ èç �EMBED Equation.3���.


	Ââåäåì ñèìâîë �EMBED Equation.3���, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî áóäåì çàïèñûâàòü êîíêðåò-íîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà �EMBED Equation.3��� íà �EMBED Equation.3���÷àñòåé. Åñëè âìåñòî �EMBED Equation.3��� áóäåò çàïèñàíî �EMBED Equation.3���, òî


ýòî áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ýëåìåíò �EMBED Equation.3��� ïîëîæåí «â êîðçèíó» íîìåð �EMBED Equation.3���. Òàêèì îáðà-çîì, ñåðèÿ âëîæåííûõ öèêëîâ


�EMBED Equation.3���


äîñòàâëÿåò ïåðå÷èñëåíèå âñåõ «ðàñêëàäûâàíèé» äàííîãî ìíîæåñòâà �EMBED Equation.3��� â �EMBED Equation.3��� ðàçëè÷íûõ êîðçèí.


	Â çàäà÷àõ êëàñòåðíîãî àíàëèçà, ñâÿçàííûõ ñ ðàçáèåíèåì ìíîæåñòâà òî÷åê íà ïîäìíîæåñòâà, óïîìèíàåìûå âûøå êîðçèíû – îäèíàêîâû. Ïîýòîìó ñèñòåìà âëîæåííûõ öèêëîâ äîñòàâëÿåò ìíîãî  ïîâòîðÿþùèõñÿ âàðèàíòîâ.


×òîáû âûÿñíèòü, ÿâëÿþòñÿ ëè �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3��� îäèíàêîâûìè, íàäî ïåðåáðàòü âñå ïîäñòàíîâêè �EMBED Equation.3��� è îòíîñèòåëüíî êàæäîé  ïîäñòàíîâêè �EMBED Equation.3��� âûÿñíèòü, ñîâïàäàåò ëè íàáîð �EMBED Equation.3��� ñ íàáîðîì �EMBED Equation.3���.
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