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Ëåêöèÿ 9


	Ïëàíàðíûå è ïëîñêèå ãðàôû. Ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî è òåîðåìû Ýéëåðà î ñîîòíîøåíèè ÷èñåë ãðàíåé,ðåáåð è âåðøèí ïëîñêîãî ãðàôà.


	 Ãðàô �EMBED Equation.3��� íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì, åñëè õîòÿ áû îäíà èç åãî ãåîìåòðè÷åñêèõ èíòåð-ïðåòàöèé òàêîâà, ÷òî ðåáðà ãðàôà ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â åãî âåðøèíàõ. Íàïðèìåð, ãðàô
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ïëàíàðåí, ïîòîìó ÷òî åãî ìîæíî èçîáðàçèòü è òàê:
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Ïëàíàðíûé ãðàô, óæå èçîáðàæåííûé íà ïëîñêîñòè â òàêîì âèäå, ÷òî åãî ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â åãî âåðøèíàõ, íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäíèé èç èçîáðàæåííûõ âûøå ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêèì, à ïåðâûé - íåò.


	Â ìàòåìàòèêå äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íå ÿâëÿþòñÿ ïëàíàðíûìè äâà ñëåäóþùèõ ãðàôà: �EMBED Equation.3��� (ïîëíûé ãðàô íà ïÿòè âåðøèíàõ) è �EMBED Equation.3��� (ïîëíûé äâóäîëüíûé ãðàô, êàæäàÿ äîëÿ â êîòîðîì ñîñòîèò èç òðåõ âåðøèí). Ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà-Êóðàòîâñêîãî, êîòî-ðàÿ óòâåðæäàåò ñëåäóþùåå: ãðàô ïëàíàðåí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â íåì íåò ïîäãðàôîâ, ïîëó÷åííûõ ïîäðàçáèåíèåì ðåáåð èç �EMBED Equation.3��� è �EMBED Equation.3���.


	Îïèøåì êëàññè÷åñêóþ êîíñòðóêöèþ Ýéëåðà, ñâÿçàííóþ ñ ïëîñêèìè  ãðàôàìè. Ïóñòü �EMBED Equation.3��� - ïëîñêèé ãðàô. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èìååòñÿ îïðåäåëåííîå èçîáðàæåíèå åãî íà ïëî-ñêîñòè, â êîòîðîì ðåáðà ïåðåñåêàþòñÿ òîëüêî â âåðøèíàõ. Êàæäûé ïðîñòîé öèêë òàêîãî ãðàôà îãðàíè÷èâàåò äâå ÷àñòè ïëîñêîñòè: îäíà - âíóòðåííÿÿ (îãðàíè÷åííàÿ), äðóãàÿ - âíåøíÿÿ (íåîãðà-íè÷åííàÿ). Åñëè ïî ÷àñòè ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííîé ïðîñòûì öèêëîì ïëîñêîãî ãðàôà, íå ïðîõî-äèò íè îäíà öåïü ýòîãî ãðàôà, íà÷àëî è êîíåö êîòîðîé ïðèíàäëåæàò îáñóæäàåìîìó öèêëó, òî ýòà ÷àñòü ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ãðàíüþ ïëîñêîãî ãðàôà. Åñëè ãðàíü íåîãðàíè÷åííàÿ, òî îíà íàçûâà-åòñÿ âíåøíåé; îãðàíè÷åííàÿ ãðàíü ïëîñêîãî ãðàôà íàçûâàåòñÿ âíóòðåííåé. 


	Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ó êàæäîãî ïëîñêîãî ãðàôà îáÿçàòåëüíî åñòü âíåøíÿÿ ãðàíü è ïðè- 


òîì òîëüêî îäíà.


	Ïîäñ÷èòàåì äëÿ ïðèìåðà êîëè÷åñòâî ãðàíåé â êàêîì-íèáóäü ïëîñêîì ãðàôå. Ïóñòü èìå- 


åòñÿ ñëåäóþùèé ïëîñêèé ãðàô:�����
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Çäåñü - ÷åòûðå ãðàíè, ïðè÷åì îäíà èç íèõ - âíåøíÿÿ. Çàìåòèì, êñòàòè, ÷òî çäåñü âåðøèí - 13, à 


ðåáåð - 15. Ïîäñ÷èòàåì òå æå ïàðàìåòðû (êîëè÷åñòâà ãðàíåé,  âåðøèí è ðåáåð åùå â îäíîì ïðè- 


ìåðå:����������                                                                                                       																																																																																																														


Çäåñü ãðàíåé - 5, âåðøèí - 7, ðåáåð - 10.							


	Êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Ýéëåðà óòâåðæäàåò: åñëè â ïëîñêîì ãðàôå èìååòñÿ «ã» ãðàíåé, «â» 


âåðøèí è «ð» ðåáåð, òî îáÿçàòåëüíî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: «ã» + «â» - «ð»=2.


	Îòñþäà âîçíèêàåò ìíîæåñòâî ñîîòíîøåíèé äëÿ ïëîñêèõ ãðàôîâ, èç êîòîðûõ îñòàíîâèìñÿ 


òîëüêî íà îäíîì, Ôèêñèðóåì êàêîé-íèáóäü ïëîñêèé ãðàô. Ïóñòü â íåì �EMBED Equation.3��� âåðøèí è �EMBED Equation.3��� ðåáåð. Ê 


ýòîìó ãðàôó ìîæíî, ïðè íåîáõîäèìîñòè, äîáàâèòü ðåáðà è ïîëó÷èòü ñíîâà ïëîñêèé ãðàô ñ òåì 


æå êîëè÷åñòâîì âåðøèí, íî ñ óâåëè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ðåáåð òàêîé, ÷òî âñå ãðàíè â íåì áóäóò 


îãðàíè÷åííû òðåóãîëüíèêàìè (âêëþ÷àÿ âíåøíþþ). Åñëè �EMBED Equation.3��� - íîâîå êîëè÷åñòâî ðåáåð è �EMBED Equation.3��� - êî- 


ëè÷åñòâî ãðàíåé â ýòîì íîâîì ãðàôå, òî �EMBED Equation.3���; òîãäà òåîðåìà Ýéëåðà ïðèîáðåòàåò âèä: �EMBED Equation.3���, íî �EMBED Equation.3���, òàê ÷òî �EMBED Equation.3���, îòêóäà �EMBED Equation.3���, à äëÿ 


ïðîèçâîëüíîãî ïëîñêîãî ãðàôà, ñëåäîâàòåëüíî,


	�EMBED Equation.3���.
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