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Ëåêöèÿ 11


	Âçâåøåííûé ãðàô. Êðàò÷àéøèå ïóòè âî âçâåøåííîì ãðàôå è àëãîðèòì Ôîðäà ïîñòðî-åíèÿ êðàò÷àéøèõ ìàðøðóòîâ.


	Ãðàô �EMBED Equation.3��� íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì, åñëè îïðåäåëåíà ëþáàÿ ôóíêöèÿ �EMBED Equation.3��� (ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå ðåáåð ñî çíà÷åíèÿìè âî ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë). Ñàìà ôóíêöèÿ �EMBED Equation.3��� íàçûâàåòñÿ â ýòîé ñèòóàöèè âåñîâîé, à åå çíà÷åíèå íà òîì èëè èíîì ðåáðå íàçûâàåòñÿ âåñîì ýòîãî ðåáðà. Ëþáîé ïîäãðàô äàííîãî ãðàôà è ëþáîé ïóòü â äàííîì ãðàôå èìåþò ñâîé âåñ: ýòî - ñóììà âåñîâ ðåáåð, âõîäÿùèõ â ýòîò ïîäãðàô èëè â ýòîò ïóòü.


	Íà âçâåøåííîì ãðàôå �EMBED Equation.3��� ñ âåñîâîé ôóíêöèåé �EMBED Equation.3��� ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå ðàññòî-ÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè. Äåëàåòñÿ ýòî òàê.


Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå, åñëè íå áóäåò ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå ãðà-ôû ñâÿçíû. Âåñ ëþáîãî ïóòè áóäåì íàçûâàòü äëèíîé  ýòîãî ïóòè. ßñíî, ÷òî ìåæäó äâóìÿ âåðøè-íàìè ñóùåñòâóåò òàêîé ïóòü, êîòîðûé èìååò ìèíèìàëüíóþ âîçìîæíóþ äëèíó. Ýòà äëèíà è íà-çûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó äâóìÿ âåðøèíàìè. Ïóòü, êîòîðûé ýòó äëèíó ðåàëèçóåò, åñòåñòâåí-íî, íàçûâàåòñÿ êðàò÷àéøèì.


Ñóùåñòâóåò êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì Ôîðäà ïîèñêà êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå. Îñíîâàí îí íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì ôàêòå: åñëè èìååòñÿ êðàò÷àéøèé ïóòü ìåæäó êàêèìè-ëèáî äâóìÿ âåðøèíàìè, òî åãî ÷àñòü ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ âåðøèíàìè íà íåì æå ñàìîì òàêæå ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì.


	Àëãîðèòì Ôîðäà ïîçâîëÿåò íàéòè êðàò÷àéøèå ïóòè èç êàêîé-ëèáî îäíîé âåðøèíû ãðàôà âî âñå îñòàëüíûå. Ýòó èñõîäíóþ âåðøèíó ìîæíî âûáðàòü ïðîèçâîëüíî, íî, ñäåëàâ âûáîð, äàëåå óæå èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî áóäóò îïèñàíû êðàò÷àéøèå ïóòè èìåííî èç ýòîé âåðøèíû âî âñå îñòàëüíûå.


	Îïèøåì àëãîðèòì ïî øàãàì.


	Øàã 0. Çàíóìåðóåì âñå âåðøèíû èç �EMBED Equation.3���, òàê ÷òî �EMBED Equation.3��� è ïðè ýòîì íîìåð «1» èìååò èìåííî òà âåðøèíà, èç êîòîðîé áóäóò íàéäåíû êðàò÷àéøèå ïóòè âî âñå îñòàëüíûå âåðøèíû. Ïîñòðîèì, äàëåå ìàòðèöó �EMBED Equation.3���, ïîëîæèâ


�EMBED Equation.3���


	Øàã 1.  Îêîëî ïåðâîé ñòðîêè ìàòðèöû �EMBED Equation.3���, ñëåâà îò ìàòðèöû, ïîñòàâèì ÷èñëîâóþ ïîìåò-êó «0» è òàêóþ æå ïîìåòêó ïðîñòàâèì íàä ïåðâûì ñòîëáöîì ìàòðèöû.Çàòåì ïðîñìîòðèì ïîìå-÷åííóþ ñòðîêó ñëåâà íàïðàâî è âñÿêèé ðàç, âñòðå÷àÿ êëåòêó ñ ÷èñëîì, ïðèáàâèì ýòî ÷èñëî ê ïî-ìåòêå ñòðîêè è ñóììó ïðîñòàâèì íàä ñòîëáöîì, â êîòîðîì ýòà êëåòêà íàõîäèòñÿ. 


	Çàòåì îòðàçèì ïîìåòêè ñòîëáöîâ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè. Âîçíèêíóò ïîìå÷åí-íûå ñòðîêè. Ñ êàæäîé èç ïîìå÷åííûõ ñòðîê ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå: ïðîñìîòðèì ïîìå÷åííóþ ñòðîêó ñëåâà íàïðàâî è âñÿêèé ðàç, âñòðå÷àÿ êëåòêó ñ ÷èñëîì, ïðèáàâèì ýòî ÷èñëî ê ïîìåòêå ñòðîêè è ñóììó ïîñòàâèì â êà÷åñòâå ïîìåòêè íàä ñòîëáêîì, â êîòîðîì ýòà êëåòêà ñòîèò. Ïðè ýòîì áóäåì ñîáëþäàòü ïðèíöèï (: «èìåþùóþñÿ ïîìåòêó íå ìåíÿòü».�EMBED Equation.3���


	Çàòåì ïîìåòêè ñòîëáöîâ îòðàçèì îòíîñèòåëüíî ãëàâíî äèàãîíàëè è ñ ïîìå÷åííûìè ñòðî-êàìè âíîâü ïðîäåëàåì òî æå ñàìîå. È òàê äàëåå, ïîêà íå îêàæóòñÿ ïîìå÷åííûìè âñå ñòðîêè è âñå ñòîëáöû.


	Øàã 2. Ïðîñìîòðèì ñòðîêè òàáëèöû â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ íîìåðîâ. Â êàæäîé ñòðîêå ïðîñìàòðèâàþòñÿ êëåòêè ñëåâà íàïðàâî è âñÿêèé ðàç, êîãäà âñòðå÷àåòñÿ ÷èñëî, îíî ñêëàäûâàåò-ñÿ ñ ïîìåòêîé ñòðîêè è ñóììà ñðàâíèâàåòñÿ ñ ïîìåòêîé ñòîëáöà, â êîòîðîì íàéäåííîå ÷èñëî ðàñïîëîæåíî. Åñëè ñóììà îêàçàëàñü ìåíüøå, ÷åì ïîìåòêà ñòîëáöà, òî ýòà ïîìåòêà ñòîëáöà çàìå-íÿåòñÿ íà óïîìÿíóòóþ ñóììó. Åñëè æå ñóììà îêàçàëàñü áîëüøå èëè ðàâíîé ïîìåòêå, òî íè÷åãî íå ìåíÿåòñÿ.


	Ïîñëå òàêîãî ïðîñìîòðà âñåõ ñòðîê íîâûå ïîìåòêè ñòîëáöîâ îòðàæàþòñÿ îòíîñèòåëüíî ãëàâíîé äèàãîíàëè è âñÿ ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ. È òàê äî òåõ ïîð ïîêà íå ïðåêðàòÿòñÿ êàêèå áû òî íè áûëî èçìåíåíèÿ â ïîìåòêàõ.


	Øàã 3. Òåïåðü ïî ïîìåòêàì ìîæíî ïîñòðîèòü êðàò÷àéøèå ïóòè èç ïåðâîé âåðøèíû âî âñå îñòàëüíûå. Ôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó �EMBED Equation.3��� è îïèøåì êðàò÷àéøèé ïóòü èç ïåðâîé âåðøèíû â âåðøèíó �EMBED Equation.3���. Âî-ïåðâûõ, äëèíà ýòîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè ðàâíà ïîìåò-


êå �EMBED Equation.3���, ñòîÿùåé íàä ñòîëáöîì íîìåð �EMBED Equation.3���. Âî-âòîðûõ, ïðåäïîñëåäíÿÿ âåðøèíà â êðàò÷àéøåì ïóòè èç ïåðâîé âåðøèíû â âåðøèíó �EMBED Equation.3��� íàõîäèòñÿ òàê: â ñòîëáöå íîìåð �EMBED Equation.3��� îòûñêèâàåì ÷èñëî, ñóììà êîòîðîãî ñ ïîìåòêîé ñòðîêè, â êîòîðîé îíî ðàñïîëîæåíî, ðàâíà �EMBED Equation.3���. Ïóñòü íîìåð ñòðîêè, â êî-òîðîé íàéäåííîå ÷èñëî îêàçàëîñü, ðàâåí �EMBED Equation.3���. Òîãäà ïðåäïîñëåäíåé âåðøèíîé â êðàò÷àéøåì ïóòè èç 1 â �EMBED Equation.3��� áóäåò âåðøèíà �EMBED Equation.3���. (Ðàçóìååòñÿ, âñ¸ òîëüêî ÷òî ñêàçàííîå íóæäàåòñÿ â äîêàçàòåëüñâàõ,


êîòîðûå íå ïðèâîäÿòñÿ.) Âåðøèíó, êîòîðàÿ ïðåäøåñòâóåò âåðøèíå �EMBED Equation.3���, íàäî îòûñêèâàòü êàê ïðåäïîñëåäíþþ â êðàò÷àéøåì ïóòè èç 1 â �EMBED Equation.3��� è òàê äàëåå.


	Ïðèâåäåì ïðèìåð. Ïóñòü èñõîäíûé âçâåøåííûé ãðàô äàåò ñëåäóþùóþ ìàòðèöó �EMBED Equation.3���:
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Íà÷íåì ðàññòàâëÿòü ïîìåòêè:
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Ïðîâåäåì óìåíüøåíèå ïîìåòîê:
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Óêàæåì êðàò÷àéøèå ïóòè:


1(2: äëèíà 10; ïóòü (îò êîíöà ê íà÷àëó) 2(1;


1(3: äëèíà 13; ïóòü (îò êîíöà ê íà÷àëó) 3(1;


1(4: äëèíà 30; ïóòü (îò êîíöà ê íà÷àëó) 4( 3(1;


1(5: äëèíà 23; ïóòü (îò êîíöà ê íà÷àëó) 5(3(1;


1(6: äëèíà 34; ïóòü (îò êîíöà ê íà÷àëó) 6(7(2(1;


1(7: äëèíà 21; ïóòü (îò êîíöà ê íà÷àëó) 7(2(1;


1(8: äëèíà 38; ïóòü (îò êîíöà ê íà÷àëó) 8(5(3(1.
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